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前 言 


模 是 域 上 线性 空间 在 一 般 环 上 的 推广 ， 由 于 表示 论 的 兴起 ， 模 的 作用 越 来 越 重要 ， 
现在 已 经 成 为 数学 领域 ， 特 别 是 代数 学 领域 的 重要 研究 工具 。 同 时 ， 模 论 本 身 也 是 一 
个 重要 的 研究 领域 ， 有 许多 重要 问题 有 待 研究 解决 。 因 此 ， 许 多 高 校 的 数学 专业 ， 特 
别 是 代 教 学 方向 ， 或 是 单独 开设 模 论 课程 或 是 在 相关 课程 里 加 入 模 论 的 基本 内 容 。 
编写 本 书 的 目的 就 是 系统 地 介绍 模 论 的 基本 内 容 ， 方 便 学 习 和 使 用 模 论 的 基本 知识 。 
模 论 的 内 容 很 丰富 ， 而 本 书 的 编写 起 点 较 低 ， 只 要 读者 学 过 线性 代数 和 近世 代数 的 基 
本 内 容 ， 就 能 学 习 本 书 。 本 书 许 多 定理 和 命题 的 证 明 也 尽 可 能 用 简单 的 方法 给 出 。 

在 本 书 的 编写 过 程 中 ， 编 者 参照 了 一 些 相关 文献 ， 并 参考 了 编者 多 年 的 教学 经 验 。 
本 书 可 作为 模 论 的 研究 生 课 程 教材 ， 也 可 作为 自学 教材 ， 适 合 数 学 专业 高 年 级 本 科 生 、 
研究 生 及 数学 爱好 者 学 习 使 用 。 通 过 对 本 书 的 学 习 ， 能 使 读者 较为 系统 地 打下 模 论 的 
知识 基础 ， 为 数学 的 其 他 分 支 领域 ， 特 别 是 代数 学 领域 的 学 习 提 供 方便 。 

本 书 的 主要 内 容 曾 于 1989 年 作为 模 论 课程 给 河北 大 学 的 代数 专业 研究 生 讲 过 。 近 
十 余年 未 ， 在 北京 工业 大 学 的 代数 学 专业 研究 生 的 模 论 课 上 也 讲授 过 其 中 的 主要 内 容 。 

由 于 编者 知识 有 限 ， 书 中 疏漏 及 错误 在 所 难免 ， 敬 请 读者 批评 指正 。 
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第 1 章 模 与 同 态 


学 习 此 书 的 读者 应 该 已 经 熟悉 近世 代数 中 的 环 与 群 以 及 线性 代数 的 一 些 概念 ， 本 
书 将 在 这 个 基础 上 讲述 模 的 理论 。 


1.1 模 的 定义 


模 的 概念 可 看 作 是 线性 空间 的 概念 的 推广 ， 只 是 把 线性 空间 的 基 域 改 为 有 单位 元 
的 环 ， 确 切 的 定义 如 下 : 

定义 1.1.1 设 R 是 有 单位 元 的 环 ，M 是 加 群 ， 即 (M，+ ) 是 一 个 可 换 群 。 如 果 还 
有 一 个 “ 右 数 乘 "运算 W xRSMW 满足 如 下 性 质 : 

(Dm + ma) r= mr + mr, 


由 (mi +rs 


2) 二 ra 
=m(nr), 
(4)m*:1=m 
这 里 , mm，m ，ma eMW，r, nm， meR,， 1 是 及 的 单位 元 则 称 M 是 一 个 右 R- 模 ,并 
记 为 Mi 或 内 = Mu。 即 对 于 任意 reR，m eM，M 中 有 唯一 确定 的 元 素 与 之 对 应 ， 写 为 
mr。 类似 地 ， 如 果 将 * 右 数 乘 "mr 改写 为 " 左 数 乘 "rm， 就 可 以 得 到 左 R - 模 的 定义 。 
容易 看 出 ， 如 果 R 是 交换 环 ， 那 么 右 R- 模 可 以 看 作 是 左 R- 模 ， 因 为 此 时 只 需 定 
义 rm=mr(reR，me 员 ) 就 可 以 了 ,反之 亦 然 。 因此， 在 交换 环 的 情况 下 ， 右 RR - 模 与 
左 R - 模 可 以 不 加 区 别 
而 且 ， 右 RR- 模 与 左 RR- 模 的 理论 是 平行 的 ， 以 后 无 特别 说 明 ， 所 涉及 的 尺 - 模 均 
是 右 R- 模 
下 面 看 几 个 例子 : 
1， 设 V 是 域 P 上 的 线 ， 则 Y 是 一 个 右 尸 - 模 。 
2， 设 下 是 一 个 有 单位 元 的 环 , 4 是 R 的 右 理 想 , 则 4 是 RR 的 一 个 右 R- 模 。 


人 


3. 设 玉 是 域 已 上 的 子 域 ， 则 无 是 一 个 右 严 - 模 
4. 设 6 是 加 群 , 则 6 是 一 个 右 Z - 模 (Z 是 整数 环 )。 因为 若 上 是 一 个 整数 ， 
x eG, 按 通常 倍数 定义 : 


x+x+…+r 若 人 >0 


0 车 k=0 
-(( -kh)x) 若 人 <0 

容易 验证 它 满足 模 定义 的 四 个 条 件 

这 就 是 说 ， 每 个 加 群 都 可 看 作 是 一 个 Z - 模 ， 因 此 ， 通 常 对 加 群 与 Z - 模 不 加 以 
区 别 。 

5. 设 F 是 一 个 域 ,6G = |g,，g;，…，g, i ， 其 他 运算 记 为 乘法 ， 令 


F(C) = {Be a ePFge 人 | 
这 里 ，gia, 是 形式 定义 ,没有 具体 定义 ，F(G) 中 两 个 元 素 相等 ,规定 为 


Tae 各 Tas a = 
名 


我 们 再 给 P( C) 定 义 如 下 的 “加 法 "与 数 乘 " 运算 : 
Ban eb 


(Feo) = 并 ga (keR) 

容易 验证 ，F(C) 是 一 个 以 g& ，&: ,为 基 的 上 的 线性 空间 ， 因 而 R(G) 是 
一 个 右 玉 -= 模 。 

下 面 介绍 双 模 的 概念 ， 所 涉及 的 模 可 以 是 左 模 ， 也 可 以 是 右 模 

定义 1.1.2 假设 外 是 尺 - 模 又 模 ( 对 这 两 者 ，W 的 加 法 结构 是 保持 一 致 
的 )。 如 果 届 对 RR 的 * 数 乘 " 与 对 5 的 * 数 乘 " 是 可 交换 的 ， 则 称 W 是 一 个 (S，R) - 双 
模 。 比 如 ，M 是 右 尺 - 模 又 是 右 S- 模 ， 则 有 (mr)s = (ms)r， 以 上 是 对 任意 的 me MM， 
raR, ied 

由 此 可 见 ，(S，R) - 双 模 可 分 同 侧 的 ( 同 是 左 或 同 是 右 的 ) 与 异 侧 的 ( 一 个 是 左 模 ， 
另 一 个 是 右 模 ) 两 类 。 对 于 异 侧 的 ， 当 需要 表明 侧 向 时 ， 我 们 常 以 ,Mi 表示 W 为 左 S - 
模 且 是 右 RR - 模 的 双 模 。 例 子 如 下 : 

1. 每 一 个 R- 模 ， 都 是 一 个 (了 ，R) - 双 模 。 

2. 假设 $ 是 环 尺 的 中 心 ， 则 每 一 个 R- 模 都 是 (R，S) - 双 模 。 

3. 设 R 是 一 个 环 , 令 有 =R， 则 及 是 (R，R) - 双 模 


i 


全 
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4. 设 RR 是 一 个 非 交 换 环 ， 令 HW =R， 则 用 不 是 同 侧 (R，R) - 双 模 。 

类 似 域 上 的 线性 空间 ， 容 易 证 得 环 尺 上 的 模 M 中 的 元 素 运算 满足 如 下 简单 性 质 : 

(DO r=Ovw m* Or=0u, 

(2) -(mr) =( 一 m)r=m( -r)， 对 任意 的 meM, reR。 

本 书 以 后 将 0w 和 04 均 简 记 为 0。 

定义 1.1.3 一 个 代数 是 偶 对 (4，K) ， 其 中 

(1)4 是 一 个 环 ， 

(2)K 是 一 个 交换 环 ， 

(3)4 是 一 个 右 K- 模 ， 且 满足 

Va，me4, keK[(aa)k=a (ak) =(ak)a]. 

注 : 如 果 大 是 域 , 则 右 K- 模 4 为 向 量 空间 。 这 时 ， 如 果 4 是 有 限 维 的 就 称 4 为 

域 人 上 有 限 维 代数 ， 或 简称 有 限 维 代数 


习题 1.1 


每 一 个 加 群 兴 都 是 一 个 End( MM) - 模 ， 这 里 End(W) 是 W 的 自 同 态 环 ， 
lo1 og: MM 为 群 同 态 | 。 

2. 设计 是 一 个 右 R- 模 , /是 环 5 到 R 的 一 个 环 同 态 , 且 /(1s) =1s， 这 里 的 1; 与 
14 分 别 是 5 与 RR 的 单位 元 ， 如 果 定义 ms =mf(s) (me 以 ，se5), 证 明 : M 是 一 个 右 
5- 模 

3. 设 放 是 一 个 加 群 ， 证 明 : M 是 一 个 右 R- 模 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 环 同 态 ， 
即 /;: R 一 End( MM) ; A/(1) = 和 (iv 是 恒 等 映 射 )。 这 里 的 End(MW) 是 好 的 自 同 态 环 。 

4. (1) 设 内 是 一 个 右 模 ， 令 

(O:wMH) =|reRl mr=0, YmeM| 

证 明 : (0:4M) 是 R 的 一 个 理想 。 

(2) 假 设 /是 含 于 (0:nM) 内 的 任 一 个 理想 ， 定 义 

m(r+1) =mr(meM, reR) 

证 明 : 4 也 是 一 个 RXZ - 模 

5. 设 必 是 一 个 加 群 , 上 是 一 个 整数 ,证 明 : M 是 一 个 Z A(k) - 模 的 充 要 条 件 是 
kM =0, 这 里 ,kM = |kml meM|。 


模 论 


入 -3 


1.2 子 模 、 子 模 的 交 与 和 


定义 1.2.1 设 必 是 一 个 R- 模 , 4 是 Wi 的 一 个 子 集 ， 如 果 4 对 于 W 的 加 法 和 只 
与 尺 的 数 乘 来 说 也 构成 一 个 尽 - 模 ， 则 称 4 是 W 的 一 个 子 模 ，W 称 为 4 的 扩 模 
下 面 我 们 来 引进 几 个 记号 


义 为 "; 符号 "ee 表示" 当 
表示 "并 且 "， 符号 


“VY "表示 “任意 ” 
4 一 有 :4 是 用 的 真子 模 
4 一 :ee4 不 是 用 的 子 模 


注意 ,4 一 吕 并 不 一 定 有 4C&H 

引 理 1.2.1 今 术 是 R- 模 ,如果 4 是 届 的 一 个 子 集 ， 4 二 wp， 则 下 列 命 题 等 价 : 

(DA— M; 

(2)4 是 加 群 W 的 子 加 群 ， 且 对 Yae4,，YreR, 有 a*red; 

(3) Va, areA, 则 a +aseA; Vaed, reR, 有 a:red 

例子 如 下 : 

1. 每 个 子 模 W 有 两 个 平凡 子 模 0 和 刀 

2. 设 M 是 任意 一 个 模 ，Ymw eM， 则 moR= imorl reRl 是 1 的 一 个 子 模 ， 称 之 
为 循环 子 模 。 

3. 如 果 模 M 是 域 K 上 的 向 量 空间 ， 则 子 模 为 子 空间 

定义 1.2.2 对 于 环 R 上 的 模 M， 有 

(1) 模 作 =M 叫 作 循环 的 :e333 mo eM,，m =moR 

(2) 模 MM=M 叫 作 单 的 :3 Wz0AV4 一 W， 4=0 或 4=W 

(3) 子 模 4 一 必 叫 作 极 小 的 或 极 大 的 :0 一 4 人 VB 一 让 B 一 4=B=0; 或 者 
A MAVYB— M, A™ B=B=M 

引 理 1.2.2 是 单 的 Mz#0N YmeNM (mz#0=mR=M) 

证 明 : 

“一 ": 令 严 关 0， 则 严 =m 1EmR， 于 是 mR 关 0， 从 而 mR =J 呆 

“ 生 ": 令 0 一 4 一 0x#uE4， 则 oR=HW ,但 moR 一 4 于 是 4= 叶 
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例子 如 下 : 

1.Z z 不 含有 极 小 子 模 ， 但 它 含有 极 大 子 模 。 

2. 在 n 维 向 量 空间 Vi 中 , 若 视 W 为 K- 模 ， 则 它 的 极 小 子 模 是 一 维 子 空间 ， 极 
大 模 是 (n -1) 维 子 空间 。 

3. 如 果 K 是 域 ， 则 Kx 是 单 模 。 

4. 令 R:=K, 是 系数 在 体 K 内 的 n xn 方 阵 环 。 以 后 将 证 明 ， 尽 管 R 是 单 的 , 但 Rs 
却 不 是 (n>1) 

引 理 1.2.3 令 了 是 模 的 子 模 集 ， 则 

MA=ImeMI VAeT(me4)| 

是 模 W 的 子 模 

由 子 模 的 定义 即 可 得 证 。 由 此 便 知 子 模 的 交 仍 是 子 模 。 我 们 再 次 约定 A :=M， 得 
出 推论 1.2.1 

推论 1.2.1 4 是 的 含 于 所 有 4e7 内 的 最 大 子 模 。 

例子 如 下 : 

1.2Z n3Z =6Z 

2 MZ =0 

由 子 模 的 定义 还 可 得 到 引 理 1. 2. 4 

引 理 1.2.4 今 六 是 模 MM 的 子 集 ， 则 


{TaniseXAneRNnen 是 关中 
4= | 所 


0 X = 由 
是 4 的 一 个 子 模 
定义 1.2.3 称 引 理 1.2.4 中 定义 的 模 为 由 X 生成 的 子 模 ， 记 为 1X)。 易 知 引 
理 1.2.5: 
引 理 1.2.5 1X) 是 的 含有 X 的 最 小 子 模 。 即 
10 = MC 


当 好 是 (5S，R) - 双 模 时 ， 由 W 的 子 集 X 生成 的 子 模 为 
ti i XX 中 
0 X=¢9 
同上 面 一 样 ，1X%) 是 省 的 含有 XX 的 最 小 子 模 ， 亦 即 


IX)= A C 


CNce 
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定义 12.4 令 W=M， 则 有 

(1) 模 W 的 子 集 蒜 叫 作 W 的 生成 集 :1X) = 。 

(2) 一 个 模 村 叫 作 有 限 生成 的 := 模 必 习 有 限 生成 集 。 

(3) 模 村 的 一 个 集 六 叫 作 自 由 的 := 对 每 个 有 限 子 集 [x x，……，x| CX (za 
ee 克 和 

(4) 模 杂 的 一 个 子 集 总 叫 作 几 的 基 :eeX 是 W 的 生成 元 集 且 六 是 自由 的 。 

显然 ， 一 个 模 M/ 是 循环 的 ee 模 M3 一 个 生成 元 素 

引 理 1.2.6 令 Xxp 是 人 = Mi 的 生成 集 ， 则 XX 是 基 避 对 每 个 me 必 ， 表示 法 
m= 守 %) ,入 eX， 1,eR 在 以 下 意义 下 是 唯一 的 : 


车 [m= 5 = 和 A 对 ij (i j=1,2，…,，n), 一 定 有 =7(j= 
1, 2, **, n)。 

证 明 : 

“一 ": 如 果 有 


m= Da = Fr hs Ej = 141.2), 
则 0 = Bs -六 

由 于 是 自由 的 ， 有 下 =0， 从 而 =7(j=1, 2,…, n) 

CE EN 
是 5=0 (j=1, 2,…, n)， 亦 即 六 是 自由 的 

注 : 当 XY= jz，z，…, | 是 有 限 生成 集 (x, 关 x,，,izxj)。 有 是 基 = 对 每 个 
meM， 系数 eR (m= 守 x/,) 是 唯一 确定 的 

例子 如 下 : 

1. 每 个 模 必 都 有 平凡 生成 元 集 MM 自身。 

2. 如 果 尺 是 环 ， 则 |1| 是 R 的 基 。 

定义 1.2.5 令 人 =14.1ie 咱 是 厅 的 一 个 子 模 集 ， 则 

D4 =1U4) 

叫 作 子 模 14, 1 ie1| 的 和 。 


如 果 A = |41，…，4.| ， 则 立 4 的 每 个 元 素 可 以 写成 py (qe4), 式 中 未 出 
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现 的 a 可 以 用 0 代替。 注意， 这 个 式 子 不 是 唯一 的 。 F 

定理 1.2.1 如 果 模 M， 是 有 限 生成 的 ， 则 以 的 每 一 个 真子 模 均 含 在 W 的 一 个 极 大 
子 模 内 

证 明 : 令 jmi，m:，…, 四 | 是 的 生成 元 集 ， 令 4 一 HH， 则 集合 生 := 1814 一 
8 一 中 是非 空 集 ( 因 4e 大) ， 而 且 在 集合 的 包含 关系 下 是 一 个 偏 序 集 。 

为 应 用 佐 恩 引 理 ， 必 须 证 明 厂 的 每 个 全 序 子 集 7 均 在 厂 内 有 一 个 上 界 。 为 此 , 令 

C= UB; 

则 有 4 一 C, 车 C= 及， 则 |m,，m;,…,m,| CC， 于 是 一 定 存在 Be7, 满足 |m,， 
mm,| CB， 所 以 有 B= 凡 ， 矛盾 。 因 此 ,证 明了 Ce 厂 。 由 佐 恩 引 理 ，9 内 存在 
极 大 元 D。 为 证 D 是 Mi 的 极 大 子 模 , 令 D 一 上 一 Ms， 则 Le 厂 。 由 于 D 是 极 大 的 ， 所 
WD=L 

推论 1.2.2 每 个 有 限 生成 模 W( 关 0) 有 极 大 子 模 。 

证 明 : 因 M0， 且 MM 是 有 限 生 成 的 , 故 4 = 10| 是 W 的 一 个 真子 模 ， 由 定理 
1.2. 1 即 可 得 证 

下 面 我 们 叙述 有 限 生成 的 另外 一 种 等 价 形式 。 

定理 1.2.2 模 We 是 有 限 生 成 的 ， 当 且 仅 当 对 W 的 每 一 个 具有 性 质 如 4 = 呆 的 
子 模 集 14, 1 ie /| 存在 一 个 有 限 子 集 14,1 ie1|( 即 1,C1， 1 是 有 限 的 ) 使 得 天 A,=M。 

证 明 : 令 是 有 限 生成 的 ， 亦 即 W =mR+ maR+…+mR。 由 于 bp 4 = 用， 而 
每 个 m 是 有 限 多 个 元 素 的 和 ， 故 存在 有 限于 集 C1， 使 得 mms，…, me 克 4。 
于 是 有 

M=mR+mR+e +mR— BA,—M, 


A 
从 而 结论 成 立 

逆向 证 明 ， 考 虚 子 模 集 | mR 1 me M| ， 则 存在 有 限 子 集 | mu,R，…，m,RI ， 具 有 性 
质 mR+mR+…+m,R= 必 。 因 此 ，M 是 有 限 生成 的 

下 面 给 出 有 限 生成 概念 的 对 偶 概 念 

定义 1.2.6 模 Mi 说 是 有 限 余生 成 的 : 对 必 的 每 个 具有 性 质 4, =0 的 子 模 集 
14,1ie/N|， 则 存在 有 限 子 集 |4,1 iell( 即 1,C1, 4 是 有 限 的 ) 具 有 性 质 4; =0。 

例子 如 下 : 

1.Z ;不 是 有 限 余 生成 的 ， 因为 ,ap =0, 但 对 任意 有 限 多 个 素数 p, ，…， 
ps， 有 


La 
ad" 


MpZ =p1"*p,Z #0 
2. 域 K 上 的 向 量 空间 是 有 限 余生 成 的 所 它 是 有 限 维 的 
定理 1.2.3 ( 模 律 ) 由 4、B8、C 一 M 和 B 一 C 可 推 得 
(A+B)NC=ANC+BNC=ANC+B 

证 明 : 令 a+b=ce(4+B)NC， 此 处 aeA, beB, ceC， 于 是 由 8 一 C， 可 得 
a=c-beANC, a+b=ce(ANC) +B, 所 以 (A+B)NC—(ANC) +B 

今 令 deANC, beB。 由 于 B 一 C3d+be(4+B)NC, 有 (4NC)+(B8NC) 一 
(A+B)NC, 


习题 1.2 


1. 设 Q 是 有 理 数 全 体 ， 则 Q 是 整数 环 上 的 模 。 证明: 
(1)Q ;不 存在 极 小 模 ; 
(2)Q ;不 存在 极 大 模 ; 
(3)Q ,不 存在 有 限 生成 集 
2. 证 明 : 每 个 向 量 空间 ( 斜 域 信 上) 都 有 基 
3. 令 4=14,1ie 川 是 Mu 的 一 个 子 模 集 ， 则 证 明 : 
{ 袜 ala es4A7C1IA7 是 有 限 的 | 4 天 四 
|u4) = | 
0 4 = 山 
4. 设 4 与 4; 都 是 尺 - 模 的 子 模 ， 证明: 如 果 4 + 和 与 41n4, 都 是 有 限 生成 
的 ， 则 4, 与 4, 也 是 有 限 生成 的 。 
5. 证 明 : 模 必 的 子 模 4 是 极 大 的 eoVmeNM(me4=M=mR+4) 
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定义 1.3.1 MM 叫 作 必 的 子 模 集 |B,1 ie/| 的 内 直 和 、 
M= 写 吕 


M=@B, :> 
R Vel, BN 5 B=0 
Rs 
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JW = 罗 8 有 时 也 说 成 是 W 到 子 模 集 18, 1 ie1 的 直 和 分 解 。 

， m1 时 ， 也 记 为 M=B,@B,…@@B， 

令 |8,1 iel| 是 机 的 子 模 集 ， 必 = 了 B,， 则 定义 1.3.1 中 的 第 二 个 
名 


当 1=|11, 2 


引 理 1.3.1 
条 件 等 价 于 : 对 让 的 每 个 x，x= > b,,b,eB,, 1'C1, 7 有限 ， 在 下 面 的 意义 下 是 唯 
一 的 : 

如 果 *= 了 b= > c: b,ceB, 则 有 Viel(b,=c) 

证 明 很 明显 ， 这 里 从 略 

定义 1.3.2 

(1) 必 的 一 个 子 模 B 是 灿 的 直 和 项 :=>3C 一 MM (M=B@C) 

(2) 模 省 0 叫 作 不 可 分 解 的 :ss0 和 汕 是 以 的 仅 有 的 直 和 项 


例子 如 下 : 
1. 令 Y= VW 是 数 域 K 上 的 一 个 向 量 空间 ，|x, 1 ie /| 是 V 的 基 ， 则 显然 有 V= 
@rk 


2. 在 Z; 中 ， 子 模 nZ (nz0,n 关 +1) 不 是 直 和 项 

3， 每 个 单 模 必 是 不 可 不 分 解 的 

4. 具有 最 大 真子 模 或 在 非 零 子 模 集中 具有 最 小 子 模 的 模 M 是 不 可 分 解 的 。 

证 明 :; 车 信 =M,@M; 计 ，，MM, 一 肝 ， 使 得 届 一 Mo,(i=1，2) 或 存在 M' 一 M,(i= 
1, 2) ”这 是 不 可 能 的 


1.4 商 模 


令 C 一 Mr 则 (5 是 模 M 的 加 群 的 子 加 群 。 显 然 ， 商 群 MLC=jm+ClmeMl 在 
加 法 
(mw +C)+(nma+C)=(m+m)+C 
是 存在 的 
在 M/C 上 定义 模 乘 法 ， 使 MAC 成 为 右 模 、 称 之 为 关于 模 C 或 对 模 C 的 商 模 或 剩 
[ 异 乘 法 定义 如 下 : 
(m+C)r=mr+C, meM, reR 


此 定义 易 证 是 合理 的 ， 必 AC 是 一 个 右 尺 - 模 


~ 
By 


左 模 和 双 模 的 商 模 可 类 似 地 定义 。 今 令 尺 是 一 个 环 , C 是 的 两 边 理想 ， 则 的 
加 群 关于 子 加 群 C 的 商 群 RAC 可 再 构成 环 ， 称 R 为 关于 C 的 剩余 类 环 或 商 环 ， 其 乘法 
可 定义 如 下 : 

(n+C) (r+C) =nr +C, r,, 

此 定义 易 证 是 合理 的 ，R/C 是 商 环 。 如果 1 是 的 
位 元 。 

定义 1.4.1 令 4, 8 是 R 的 两 边 理想 ， 置 

AB=|a:blaceANbeB|: 

即 4B 是 由 所 有 的 乘积 (as 4， be8) 生 成 的 加 群 ， 易 见 AB 是 一 个 理想 ， 叫 作 理 想 4 
与 8 之 积 。 


R 
元 , 则 (1+C) 是 RAC 的 单 


注 : ablaeAN\beBN\neN} 

定义 1.4.2 邻 C 是 R 的 两 边 理想 ， 则 

(1) 说 C 是 及 的 强 素 理想 :一 C#RNA Vn, reR, nreC=(rneCVreC) 

(2) 说 C 是 R 的 素 理想 :> CzRAY4.B 一 AR， 48 一 C3(4 一 CVB—C), 

(3)r 称 为 左 零 因子 :> rz#0，3seR, sz#0, r=0， 
类 似 地 ， 可 定义 右 零 因子 

(4) 说 RR 中 没有 零 因子 :2 R 中 不 存在 左 、 右 零 央 子 

(5) 令 reR,r' 叫 作 右 北 或 左 逆 ， 或 者 叫 1 的 道 元 素 :3 mr'=1, 或 者 rr=1， 或 者 
m'=rr=l 

注 : 

(1) 如 果 存 在 右 零 因子 ， 则 一 定 存在 左 零 因子 ， 反 之 亦 然 

(2) 如 果 普 、 分 别 是 上 的 左 、 右 道 元 ， 则 六 = 必 

由 定义 1.4.2 易 知 : 

引 理 1.4.1 

(1)C 是 强 素 理想 =C 是 R 的 素 理 想 。 

(2) 如 果 RR 是 交换 的 ， 则 (1) 之 逆 也 成 立 

定理 1.4.1 令 C 是 RR 的 两 边 理想 ， 则 下 述 命题 成 立 : 

(1)C 是 R 的 强 素 理 想 ec> RAC 没有 零 因子 

(2)C 是 RR 的 素 理想 o> 零 理想 是 RAC 的 素 理想 

(3)C 是 RR 的 两 边 理想 eo R/C 是 单 的 

(4)C 是 R 的 极 大 右 理想 全 RAC 是 体 


nr 
和 与 


证 明 : 
(1) 一": 为 了 简便 起 见 ， 假 设 及 =R/C, 7=r+C。 令 志 ,元 e 及 ,假设 mr; =0。 于 
是 ,nirs+C=(n+C) (r+C) =C， 从 而 mr, eC。 因此 , ne CVr, eC， 亦 即 直 =0V 


令 my meR， 假设 nr eC, 则 = (r+C) (r+C) =nr,+C=C。 因 此 ， 
j， 亦 即 m ECVmeC 
”: 令 0 关 帮 ER 则 rEC。 于 是 , R=rR+C。 因 此，3reR 与 ceC， 


l=m +C31=m +C=(r+C) (r+C) =FP 
亦 即 玉 的 每 个 非 零 元 有 右 逆 元 
由 1=77'#0 知 37"eRR, 使 ?7"=1。 因此 ,7=z。 所 以 了 是 7 的 道 元 ， 即 瓦 是 体 。 
,reC, 则 #0。 所 以 ，37'eR (77'=7'7=1)。 于 是 , mr'+C= 
1+C， 即 对 某 个 ce C，rr* +e=1。 因 此 ,rR+C=R。 此 即 意味 着 C 是 R 的 极 大 右 
理想 
(2) 、(3) 的 证 明 类 似 于 (1) 、(4) 的 证 明 ， 从 上 略 。 
例子 如 下 : 
(110) 向 量 空间 的 商 室 间 是 匈 知 的 
P 个 元 的 素 域 ， n=p 是 素数 
带 有 和 零 因子 的 环 ， m 关 PP 人 An 天 0 人 nm 天 1 
(2)Z [nmZ = 
0， n=1 时 
Z ( 同 构 意义 下 ) ， =0 时 
(3) 念 K[ 如 是 系数 在 域 人 上 未 定 元 X 的 多 项 式 环 。 令 J/(X) eK[X],/(X) 不 可 约 ， 
则 KEXJACW) 是 的 有 限 维 扩张 


习题 1.4 
1. 今 1 B17i=] ,2,…| 是 以 =M 的 子 模 集 且 满 足 条 件 
M = 二 各 
证 明 下 列 条 件 是 等 价 的 : 


(DY=1, 2, …， BN 3 8,=0. 


(2)W= @8, 


1 


模 论 


ba | 


2. 令 14,1ie1| 是 模 届 的 子 模 集 B 一 MM 
(1) 证 明 部 (4.NB)—( 区 4)nB 
(2) 证 明 ( mA) +48 N (A,+8) 
(3) 给 出 一 个 例子 满足 > (A.NB)#( 如 4)nB 
(4) 给 出 一 个 例子 成 立 的 关系 : 

(NMA4)+B# N (4,+B) 
3 证明: 若 4 是 一 个 非 零 右 R- 模 ， 则 下 列 命题 等 价 : 
(1)4 是 单 模 。 
(2)4 =aR， 这 里 a 是 4 的 一 个 非 零 元 
(3)A 关 RAL， 这 里 4 是 R 的 一 个 极 大 右 理想 


模 的 保持 结构 的 映射 叫 作 同 态 ， 其 定义 类 似 于 向 量 空间 的 线性 映射 
定义 1.5.1 令 4 和 有 同时 是 右 尺 - 模 、 左 S- 模 或 (S，R) - 双 模 , 4 到 8 的 同 态 
a: 4 一 B 是 满足 下 列 条 件 的 映射 


(1) Yao，oe4，Vny reR, a(an +ar) =a(a)r +a(a)r, 


(2) Va, areA, Va, se5, a(sia t+5a) =5a(0) +50(0,) 

(3) Va, meA, Va, se5, Yn, neR, a(san +sarn) =5a(a)n +s 
Qa( a) ro 

符号 a: 4k 一 Br 表示 4 与 B8 均 是 右 R- 模 ,a 是 同 态 

为 了 强调 环 和 同 态 a: 4 一 Br 所 作用 的 边 旁 ,说 a 是 右 R-- 模 或 右 模 同 态 ,将 
a(a) 记 为 aa。 同样 ， 对 a: s4 一 sB，(a)a 记 为 aa。 这样， 定义 1.5.1(2) 中 的 方程 就 
可 以 写成 下 面 的 形式 : 

(sa +sam)a=s(oa) +5,(00) 

因此 同 态 写 在 环 的 运算 的 反面 。 一 般 地 、 映 射 a: 4 一 8 用 符号 a ,ala) 表 示 。 可 

以 把 qa: 4 一 B 和 a a(a) 合 写成 以 下 形式 : 


a: 4aarya(a)eB 
下 面 一 些 符号 是 常用 的 : 
(1)a 的 原 像 域 : Dom( a) =4。 
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(2)a 的 像 域 : Cod(a) = B。 

(3)a 的 像 : Im(a) = ja(a) 1 as41。 

(4)a 是 单 映射 :全 Yal, a,e4A, a(a,) =a(a) 一 oa =as( 即 a 是 1-1 的 )。 

(5)a 是 满 映 射 :全 Im(a) =Cod(a)( 即 a 是 到 上 的 )。 

(6)a 是 双 射 := a 是 单 的 且 是 满 的 。 

同 态 的 例子 : 

(1)4 到 8 的 零 同 态 0: 4aa ,0eB 

(2) 恒 等 单 射 =4 一 有 B 的 子 模 包 含 映射 i: A3a,aeB。 

(3) 模 4 到 商 模 4/C 的 自然 同 态 ， 其 中 C 一 4: 

y: 4aaya+Ce4/C。 

注 ; 

(1)4 的 恒 等 映 射 可 理解 为 特殊 的 包含 情形 ， 记 之 为 /,。 

(2) 车 a, B 是 两 个 同 态 且 Cod(a) =Dom(pB)， 则 a, B 的 合成 记 为 Ba, 是 4 到 C 
的 同 态 , 即 a: 4 一 B，B: B 一 C， 

Yas4(Ba)a=B(aa)。 

(3) 如 果 a: 4 一 B 存在 一 个 逆 映 射 ， 则 a 是 双 射 。 

(4)a 的 北 映 射 ， 如 果 存 在 ， 则 也 是 同 态 ， 记 为 a”'。 

(5 ) 一 般 来 说 ，a 不 存在 逆 映 射 。 

(6) 引 进 两 个 符号 。 令 UCA，VCB， 则 定义 

a(U)=|a(u)l ueUl, a '(V)=|al aeANa(a) eVl。 

再 做 如 下 定义 : 

Da 的 核 = Ker(a) =a (0); a 的 像 =Im(a) =a(4); 

@ia 的 上 核 = CoKer(a) =Cod(a)/Im(a) = Bya(4); 

Ga 的 上 像 = Colm(a) =Dom(a)/Ker(a) =4/a-'(0)。 

定义 1.5.2 同 态 w: 4 一 Bs 叫 作 
! 态 射 :器 R- 模 C， VY, y; es Homa(C，4) ，ay =ay,=y = 
射 := VY 右 及 - 模 C，VB,， B, eHoms(B, C), Bla =B,a=B, =B,。 
(3) 双 态 射 := a 是 满 态 射 且 是 单 态 射 。 
(4) 同 构 : 3a'eHoma(B, 4), a'a=1, Mam’ = 
有 定义 可 立即 得 到 定理 1.5.1 
定理 1.5.1 今 a: 4 一 B 是 一 个 同 态 ， 则 有 
(1)a 是 单 射 全 a 是 单 态 射 


I 


(2)a 是 满 射 = a 是 满 态 射 。 

(3)a 是 双 射 a 是 双 态 射 十 a 是 同 构 。 

定义 1.5.3 两 个 模 4，B 叫 作 同 构 的 ， 记 为 4 二 B :3 同 构 a: 4 一 B。 

注 : ”和 妆 是 右 R- 模 的 等 价 关系 。 

定理 1.5.2 令 Us 一 计 ,， 则 有 MAU 是 有 限 余 生成 的 司 对 4 的 具有 性 质 NA4=U 
的 每 个 子 模 集 14, 1 ie /| 而 言 ， 都 存在 一 个 有 限 子 集 14, 1 ie 1/， (ie 有 限 ) 具 有 性 质 
DAi=U, 

证 明 : 

“=="; 令 y: MM/AU 是 一 个 自然 
所 以 


态 , 因为 4, = 比 仿 着 U= Ker(y) 一 4， 


MY(4) =y( M4) =y(V) =0— M/AL 
因 M/U 是 有 限 余 生成 的 ， 故 存在 有 限 子 集 1, C1 具有 性 质 NY(4,) =0 于 是 ， 
y "(0) 
所 以 ， VU= NA 
“ec"; 邻 |1ie 川 是 MAU 的 子 模 集 ， 并 满足 4, =0， 得 
7 "(0)=U=y (NA) = Ny (4) 
由 假设 ， 存 在 有 限 子 集 1/, C1， 具 有 性 质 


YNYA)) = NY Y= Ny +0) 


可 得 
YNY (4)= Nm (4)= .Nh Nn) = NA =y(0) =0, 
定义 1.5.4 一 个 格 是 一 个 偏 序 集 ， 它 里 面 任意 两 个 元 前 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 
一 个 完全 格 是 每 个 子 集 都 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 的 格 
模 的 子 模 集 在 以 包含 关系 一 作为 偏 序 关系 下 ， 构 成 一 个 完全 格 - 令 4 是 已 知 模 ， 记 
4 的 子 模 格 为 at(4) ， 令 a: 4-*L 是 一 个 同 态 hi Kerla) ，N=Im(a) 考虑 子 格 
Lat(4，C) =101C 一 4 
Lat(L, N) =1YIVY 一 NE=Lat(A) 
可 得 定理 1.5.3 结果 ， 证 明 从 略 。 
定理 1.5.3 & 按 下 面 定义 的 双 射 
alat(A, C) saUma(U) ELat(L N) 
关于 此 ， 以 下 等 式 成 立 
(Da(U, +U,)=a(U,) +a(U,), 


第 1 闽 模 与 同 直 全 
DAU AU) =a(U) Na U,) 


亦 即 ,& 是 Lat( Dom(a) ，Ker(a) ) 和 Lat( Cod(a) ，Im(a) ) = Lat(Im(a) ) 之 间 的 
同 构 映 射 。 


推论 1.5.1 令 C 一 : 4=4/C, 则 


: Lat(A, C) as LU 一 v(U) elLat(A/C) 


是 格 同 构 
推论 1.5.2 C 是 极 大 的 属 4/C 是 单 的 。 


习题 1.5 


1. 令 a: 4 一 B 及 B: B 一 C 是 同 态 , 证明 : 

(1)a 与 B 是 单 同 态 = pu 是 单 同 态 

(2)a 与 B 是 满 同 态 = Ba 是 满 同 态 。 

(3)Ba 是 单 同 态 二 a 是 单 同 态 

(4)Ba 是 满 同 态 一 B 是 满 同 态 

2. 令 a: 4 一 B 是 一 个 同 态 , 证 明 : 

(1)a 是 单 同 态 = Ker(a) =0 

(2)U 一 4 二 ae "(a(U))=U+Ker(a) 

(3)U— Bsa(a (VU))=UNIm(a) 

(4) 令 B: 8 一 C 是 一 个 同 态 , 则 

Ker(Ba) =a (Ker(B)) 人 Im(Ba) =B(Im(a) ) 。 

3. 证 明 : 设 图 1.1 是 交换 的 ， 亦 即 pa = 6y。 如 果 y 是 满 同 态 ，B 是 单 同 态 ， 则 

Im(a) =B "(Im(6)), Ker(6) =y( Ker(a)) 
4 一 有 


了 le 


cD 


图 1.1 
4. 令 a: 4-B 是 一 个 同 态 ，|4,1 ie/| 是 4 的 子 模 集 ，|B,1 ie/| 是 B 的 子 模 集 ， 
证 明 : 
(Da( > 4,)= 区 at4) 则 ae CnB)=na (5)。 
(Za '( B,)— 总 a '(B,), 则 an4) 一 ne(4)。 


(3) 邻 B 一 Im(a)( Vie)D), 则 a '( > B.)= Na (0B)。 
名 四 


人 
ad" 


(4) 令 Ker(a)— A,( Vie/), 则 a( M4) = na(4)。 


1.6 同 态 的 分 解 


定理 1.6.1 ( 同 态 定理 ) 
(1) 每 一 个 模 同 态 a: 4 一 8， 有 分 解 a = ae'v。 此 处 ，v: 4 一 4/Ker( a) 是 自然 同 态 ， 
a' 是 由 下 面 定义 的 单 同 态 : ， 
a': A/Ker(a) 3a+Ker(a) a(a) eB, 
a' 是 同 构 当 且 仅 当 @a 是 满 同 态 
(2) 每 个 环 同 态 p: RS 有 一 个 分 解 p=p'v。 此 外 ，v: R 一 R/Ker(p) 是 自然 同 态 ， 
p' 是 按 下 面 定义 的 单 同 


p': R/Ker(p) ar+ Kerlp) 一 p(r) ES， 
p' 是 同 构 当 且 仅 当 p 是 满 的 。 
注 : ”等 式 a=a'v 相当 于 下 面 的 交换 图 ， 如 图 1.2 所 示 
NE ES 
A 
A/Ker( a) 
图 1.2 
证 明 : ”只 证 (1) 就 够 了 ，(2) 的 证 明 是 类 似 的 
首先 证 明 a' 是 一 个 定义 良好 的 映射 。 令 a+ Ker(a) =a + Ker(a) ， 则 有 om =a+u， 
we Ker(a)。 因此 , a'(a, + Ker(@a)) =a(aw) =a(a+u) =a(a) t+a(u) =a(a) =a 
(a+Ker(a))。 所 以 ,a' 显 然 是 一 个 同 态 。 为 证 a' 是 单 同 态 , 令 


a'(a +Ker(a)) =a(a) =0 


因此 , a e Ker(a) ， 故 
ai + Ker(a) =0 + Ker(a) 
于 是 ，Ker(a') =0。 
令 VaeA， 则 有 
a'(v(a)) =a'(a+Ker(a)) =a(a) 
所 以 a=a'v。 由 于 a' 是 单 同 态 以 及 Im(a’) =Im(a)， 当 a 是 满 同 态 时 ，a' 是 同 构 。 
推论 1.6.1 (1) 如 果 a: 4 一 B 是 一 个 模 同 态 , 则 


@: A/Ker(a) 3a+Ker(a) > a(a) 31m(a) 


aa 


1 与 


是 一 个 同 构 。 因 此 有 
A/Ker(a) =Im(a)。 
(2) 如 果 p: RS 是 一 个 环 同 态 ， 则 
Bb: R/Ker(p) ar+Ker(p)~p(r) elIm(p) 
是 一 个 同 构 。 因此， 有 
R/Ker(p) Im(p)。 
定理 1.6.2 (第 一 同 构 定理 ) 令 B 一 4，C 一 4， 则 有 
(B+C)XCeB/BnC。 
证 明 : 考虑 自然 同 态 
vs B+C—(B+C)/C, 
则 有 Ker(v) = C。 再 考虑 限制 同 态 
a=vln: B—(B+C)/C, 
则 有 Ker(a) =8mC: 利用 上 面 的 推论 1.6. 1 可 得 : 
(B+C)XCeIm(v) =v(B+C) =v(B) +v(C) =v(B) 
B/(BNC) Im(a) =a(B) =v(B) 
于 是 , (B+C)/C2B/(BNC) 
注 : 不 引用 推论 1.6.1， 也 可 直接 证 明 
B/(BNC)ab+(BNC) b+Ce(B+C)/C 


是 一 个 同 构 

推论 1.6.2 4=B@C=4/C2B 

证 明 A/C=(B+C)/C2B/(BNC) =B/|0| 2B 

定理 1.6.3 (第 二 同 构 定理 ) 令 C 一 8 一 4， 则 有 

A/BS(A/C)/( B/C)., 

证 明 : 邻 v: 4 一 4LC, ww: 4/C 一 (ALC)/(B/C) 是 自然 同 态 ， 此 处 的 v, 是 定义 良 
好 的 。 由 C 一 有 8 一 4， 可知 B/C 也 是 4/C 的 子 模 。 由 于 w 和 是 满 同 态 ，ww 也 是 满 
同 态 。 因 此 ， 由 推论 1.6.1 得 

A/Ker( wv,) 2(A/C)/(B/C); 
而 Ker(ww) =wm (Ker(w)) = "(B/C) =w '(w(B)) =B+Ker(w)=B+C=B， 
于 是 有 
4/Bss(4/C)《XCBAC)。 

例子 : ZL3Z (2 /6Z )/(32 /62 ) 

定理 1.6.4 令 a: 4 一 有 是 一 个 同 态 ，p: 4 一 C 是 具有 性 质 Ker(e) 一 Ker(a) 的 满 
同 态 ， 则 存在 一 个 同 态 A 具有 如 下 性 质 : 


1 


| 


模 论 
(1)a=Ap。 
注 : 这 意味 着 图 1. 3; 
4 L B 
中 
c 
图 1.3 


(2)Im(A) =Im(a) 
(3)A 是 单 同 态 全 Ker( pg) = Ker(a) 
证 明 : 由 于 w 是 满 同 态 ，Yce C，3ae4 使 得 p(a) =c。 对 每 个 ceC， 选 定 一 个 
a,eA, 使 p(a,) =c。 于 是 定义 一 个 映射 如 下 : 
A: C=—B, A(c) =a(a,) 
为 证 A 确实 是 一 个 定义 良好 的 同 态 ， 首 先 要 确立 与 a, 的 选择 无 关 。 令 c=p(a)= 
gp(a)，a， a,eA, 则 p(e-a) =0。 所 以 ,a 一 a, eKer(y) 一 Ker(a)。 因此，a(a- 
a,) =0=a(a) =a(a,) =A(e), 
下 面 和 证 明 是 一 个 同 态 。 
令 e=p(aw)，c =p(o)，w， ae4, n, reR, 则 
par tar) =p(a)r+efo)n =on tor Aon +er) =a(an +arn) = 
(a)n ta(a)r =A(c)n +A(c)m 
由 和 的 定义 可 证 得 (1) 与 (2)。 为 证 明 (3)， 首先 假设 和 是 一 个 单 射 。 由 假设 ， 
Ker(p) 一 Ker(a)， 为 证 Ker(a) 一 Ker(p), 令 ae Ker(a), 因为 0=a(a) = 
A(p(a) ) ， 所 以 (ae) =0， 从 而 有 ae ker(ep)。 假 设 Ker(e) = Ker(a) ， 则 由 A(e) =0 
和 ec=p(a) 一 a(a) =0。 因 此 , ae Ker(a) = Ker(P)- 所 以 , c=p(a) 
下 面 来 看 它 的 两 种 特殊 情形 : 
(1) 邻 a: 4 一 B,，4' 一 Ker(a) ,C=4/4', gp =v: AA/4' 是 自然 同 态 ， 则 图 1.4 是 
交换 的 。 此 处 ，A(a +4') =a(a)。 因 为 ,4' = Ker(a)， 这 是 定理 1.6.1( 同 态 定理 )。 
a 
a 
A/A’ 
图 1.4 
(2) 令 4 一 4 一 A, a=v =4A4/4 和 ,p= 4 一 4/ 各 ， 则 图 1.5 是 交换 的 。 此 处 


A(a+A") =a+A’, 


人 


Ne 
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令 A=pa 是 已 知 同 态 和 的 一 个 已 知 分 解 ， 下 面 探讨 的 性 质 和 B 的“ 分解 性 质 "之 
间 的 关系 

定义 1.6.1 (1) 子 模 B, 一 B 叫 作 B 的 直 和 项 := 子 模 B, 一 B 使 得 B=B,@B,。 

(2) 单 映射 a: 4 一 8 叫 作 分 裂 的 :Im( a) 是 8 的 直 和 项 。 

(3) 满 同 态 射 8: 8 一 C 叫 作 分 裂 的 :>Ker(B) 是 B 的 直 和 项 。 

引 理 1.6.1 令 图 1.6 是 交换 的 , i. e. 和 A =Ba， 则 ; 


(1)Im(a) + Ker(B) =B" "(Im(A)) 

(2)1m(a) NKer(B) =a( Ker(A)) 

证 明 : 

(DA=Ba=Im(A) =Im(Ba) =B(Im(a))=B"' (Im(A)) =B- (8(Im(a)) = 
Im(a) + Ker(B) 

(2) Ker(A) = Ker(Ba) =a- (Ker(B)) 一 a(Ker(A)) =a(a™'(Ker(B))) = Ker(B) 
NIm(a) 

由 此 引 理 可 直接 得 到 以 下 两 个 推论 : 

推论 1.6.3 

(1D)A 是 一 个 满 同 态 一 Im(a) + Ker(B) =B-…(M) =B。 

(2)A 是 一 个 单 同 态 二 Im(a) NKer(B) =a(0) =0。 

(3)A 是 同 构 =Im(a) 四 ker(B) = B。 

推论 1.6.4 

(1) 对 a: 4 一 B， 下 列 叙 述 等 价 : 

(Da 吓 分 列 单 同 态 

加 存在 一 个 同 态 B: 8 一 4， 使 得 Ba =1,。 

(2) 对 B: 0-C 下 列 叙述 等 价 : 

LB 足 分 像 满 同 态 

加 存在 一 个 同 态 Y: 5 一 B 使 得 By =1c。 

特别 地 ，a 是 子 模 4 一 8 的 包含 映射 则 B: 8 一 B/4 是 自然 满 同 态 。 


公信 


习题 1.6 


1. 证 明 推论 1.6. 3 与 推论 1.6. 4 
2. 证 明 : 车 4 是 R- 模 , 且 尽 一 以 一 4 
[UV'#+ (UNV) AU + (UNV') 


Y 一 Y 一 4, 则 
V+(UNV) /V+ UNVY)], 


1.7 若 尔 当 - 赫 尔 德 - 施 赖 埃 尔 定理 


现在 考虑 模 4 的 子 模 的 有 限 链 ， 令 


0=C 一 Ci 一 C 
分 别 用 B8 和 C 记 第 一 个 和 第 二 个 链 
定义 1.7.1 
(1) 链 有 的 长 度 定义 为 上 
(2) 链 B 的 因子 是 商 模 B/B,,(i=1 
(3) 链 B 和 C 说 是 同 构 的 ， BC: 
6， 使 得 


B./B, .2C, 

(4)C 叫 作 B 的 加 细 , 或 者 8 叫 作 C 的 子 链 := B=C( 平 凡 加 细 ) ， 或 者 B 是 由 略 
去 C 的 某 些 6 得 到 的 

(5) 模 4 的 链 B 叫 作 合成 列 :> Vi=1,2 
i=1,，2,，…,k，B,/B,_, 是 单 的 ) 

(6) 模 4 说 是 有 限 长 度 的 :es 4 =0 或 4 有 合成 列 

例子 如 下 : 

1. 令 V=W 是 一 个 向 量 空间 ，|x4， x，…，x,| 是 的 一 个 基 ， 则 


人 


，8, ,在 B, 内 是 极 大 的 (eV 


a a 
(J xK 一 二 xK=Y 


是 了 的 一 个 合成 列 。 
2. Zz 的 每 个 链 都 能 真正 地 加 细 ， 如 果 
0—B, 


We 
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是 一 个 这 样 的 链 且 8, 关 0， 则 因 Zz 不 含 极 小 子 模 ，B 不 是 单 的 。 因 此 ,在 0 和 B, 之 间 
可 以 插入 一 个 不 同 于 这 二 者 的 子 模 ， 所 以 Zz 没有 合成 列 。 
3. 在 Q@ 中 ,每 个 链 
0—B—B,——B,=Q (0#B,, B..,*Q) 
可 在 0 和 有 之 间 进 行 加 细 ， 也 可 在 B, ,和 Q 之 间 进 行 加 细 ， 这 是 因为 Qu 既 不 含有 
极 小 子 模 也 不 含有 极 大 子 模 。 因 此 ，Q 没有 合成 列 。 
定理 1.7.1 ( 若 尔 当 - 赫 尔 德 - 施 赖 埃 尔 定理 ) : 一 个 模 的 任何 两 个 有 限 链 有 同 构 
的 加 细 。 
证 明 : 令 8 和 C 是 模 4 的 已 知 有 限 链 ， 把 模 
B,=B,+(B.NCG), j=0, 1, ,1 
揪 在 B 和 8B,,, 之 间 (i=0，1，…, 上 -1)。 显 然 有 
B,=B,o— Bm By=B,o 
类 似 地 ， 把 模 
+(C.NB,), i=0, 1, …, k 
…, 1-1), 有 
GO TC mm C=Ce 
两 个 加 细 的 链 分 别 记 为 8* 和 C”， 人 kl 
由 定理 1.6.2( 第 一 同 构 定理 ) 入 


揪 在 C 和 .之 间 (j=0 


B,,/B, SC VC i=0, 1, ,kls j=0, 1, …，1-1。 
由 于 在 以 个 同 构 中 ， 正好 有 有 的 以 个 因子 和 C" 的 信 个 因子 出 现 ， 于 是 有 
B=C° 
推论 1.7.1 令 4 是 一 个 有 限 长 度 的 模 ， 则 有 


(1) 每 个 形 如 


0=B, B= B, 

的 链 有 均 可 以 加 细 成 为 一 个 合成 列 。 

(2)4 的 任 两 个 合成 列 均 同 构 。 

证 明 : 

(1) 由 假设 存在 4 的 一 个 合成 列 C， 根 据 若 尔 当 - 赫 尔 德 - 施 赖 埃 尔 定理 ，B 和 C 
有 同 构 的 加 细 B8* 和 C*， ns 故 存在 8 的 加 细 记 ， 
使 得 万 兰 C， 由 于 5 的 所 有 因子 是 单 的 。 因 此 ，P" 的 因子 也 是 单 的 ， 所 以 B? 是 一 个 合 
成 列 

(2) 今 B 和 C 是 合成 列 ， 利 用 (1) 的 术语 ， 则 即 2C。 由 于 是 8 的 加 细 ， 二 者 均 
是 合成 列 ， 于 是 得 B8=B"， 所 以 B* 闫 C 


mB,=A 


他， 
2 


定义 1.7.2 令 4 是 一 个 有 限 长 度 的 模 ， 则 4 的 长 度 Len(4) =n 为 任 一 个 合成 列 
的 长 度 。 
推论 1.7.2 今 4 一 以 , 则 必 是 有 限 长 度 的 4 和 MX4 是 有 限 长 度 的 模 。 如 果 长 
度 是 有 限 的 ， 则 Len(M) = Len(4) + Len( M/4) 
例子 : Z - 模 Z /6Z 有 两 个 合成 列 : 
0 一 2Z /6Z 一 Z [6Z , 0 一 3Z /6Z 一 Z /6Z 


第 一 个 因子 是 
2Z /6Z 7 /327 ，(Z /6Z )/(22 /6Z ) 兰 Z /7 
第 二 个 因子 是 
3Z /6Z 兰 Z /6Z , (2 /62 )/(32 /6Z ) 兰 Z /37 
由 此 可 知 这 两 个 链 是 同 构 的 
从 下 面 的 考虑 ， 若 尔 当 - 赫 尔 德 - 施 赖 埃 尔 定理 的 意义 是 很 清楚 的 ， 令 4 是 一 个 


有 限 长 度 的 模 ，B 是 4 的 任 一 子 模 ， 令 C 是 8 的 极 大 子 模 ， 则 B/C 是 4 的 合成 因子 ( 即 
合成 列 的 因子 ) 。 

因此 ， 考 虚 链 0 一 C 一 8 一 4， 这 可 加 细 成 一 个 合成 列 。 没 有 子 模 可 捅 进 C 和 B 
之 间 ， 这 是 因为 C 是 8 的 极 大 子 模 。 因 此 ,B/C 是 4 的 一 个 合成 因子 

在 同 构 意义 下 ，B/C 是 4 的 唯一 确定 的 有 限 多 个 合成 因子 中 的 一 个 


习题 1.7 


1. 证 明 本 节 推论 1.7.2 

2. 证 明 : 如 果 BsC 成 立 ， 对 某 个 固定 的 i， 车 8, = 8,., ， 则 存在 一 个 j， 使 得 车 将 
8B; 和 分别 从 B 和 CC 中略 去 ,这 两 个 链 仍 同 构 

3. 确定 Z /(30Z ) 的 所 有 合成 列 ， 并 找 出 它们 之 中 的 所 有 同 构 


1.8 模 的 同 态 环 


由 于 环 R 上 的 模 4 的 两 个 自 同 态 a, B 的 合成 Ba 仍 是 模 4 的 自 同 态 ， 并 且 ， 这 个 
合成 运算 满足 结合 律 。 于 是 ， 容 易 证 得 下 面 的 定理 1. 8. 1 

定理 1.8.1 环 R 上 的 模 4 的 全 体 自 同 态 集合 Homs(4，4) 在 下 面 定义 的 加 法 和 乘 
法 下 ,构成 一 个 有 单位 元 的 环 。 加 法 和 乘法 定义 为 (@ + as) (a) =a(a) +a(a)， 


六 


第 1 章 模 与 同 态 » 
(aa)(a) =aa(a)， VaedA, am, aseHoma(A, 4)。 
定义 1.8.1 定理 1.8.1 中 给 出 的 环 叫 作 4 的 自 同 态 环 ， 记 为 End(4x) 。 
例子 : 如 果 Y= VW 是 一 个 向 量 空间 ， 则 End( Ve) 是 V 到 自身 的 线性 变换 环 。 
为 了 对 任 环 R， 确 定 End( Re，Rn) 。 为 此 ， 对 一 个 固定 的 roe R， 考 虑 映射 
:Rarm nreR 
根据 分 配 律 和 结合 律 ， 有 re Homr( Rs，Rn) ， 其 中 Homr( Rr，Rn) 表 示 Re 到 Rn 的 
同 态 全 体 ， 必 "是 由 六 引出 的 左 乘法 。 今 令 peEnd(Ri)，YxeR, 因 1eR, 则 
px) =p(1 xz) =p(1) "x, 
iLe.p=p(1)” 显然 ，End( RR) 恰恰 是 由 所 有 的 左 乘 构成 的 ， 记 为 R= End( Rn)。 
引 理 1.8.1 喘 射 p: Rarcm re R" 是 一 个 环 同 构 。 
证 明 : 对 ,r,, XeR， 有 
(mtr) (x) =(n tn)r=nr+trr=r r+r r= (+r )(x), 
即 :(m +7) "=n + 


(mr) (xr) = nn) (x) =n (rr) =r (rr) = (797 ) (x), 


即 : (ne 
因此 , 是 一 
今 令 nx =nx,， 对 zx=1， 则 六 =m 1=nm 1=snmn， 从 而 r =r 加 。 所 以 ,r, =me 

因此 ，p 是 单 的 ， 显 然 ,p 是 满 的 
类 似 地 ， 还 可 考虑 尺 的 右 乘 环 尺 "， 并 且 也 有 

RR'" =End( R) 
引 理 1.8.2 邻 4 和 B 是 两 个 单 模 (R- 模 )， 则 A 和 8B 的 每 个 同 态 是 0 或 同 构 。 
引 理 1.8.3 (和 舒 尔 引 理 ) 单 模 的 自 同 态 环 是 一 个 体 。 
青 回 到 一 般 情形 上 来 .已 知 一 个 模 44， 令 5=End(4,)， 在 本 书 的 记号 里 ， 自 同 态 

作用 在 4 的 左边 , 对 asS， as4，a(a) 写 为 au， 可 证 4 是 左 S- 模 。 由 

alar) =a(ajr=(aa)r aeS， aeA, reR 
易 知 ,4 是 (S，R) - 双 模 。 以 后 要 多 次 用 到 这 个 双 模 。 在 某 些 考虑 中 ，A。 ,sh ,shn 的 结 
构 起 到 很 重要 的 作用 


习题 1.8 


1. 证 明 引 理 1.8.2 和 引 理 1.8.3 
2. 证 明 : 对 于 每 个 向 Ve， 自 同 态 环 End( VW) 是 正则 的 。 正 则 环 定义 如 下 ; 


Lai -23 


ef 
a 


一 个 环 尺 称 作 正 则 的 ， 如果 YreR，3reR, 使 得 rr=r 


设 R 是 一 个 环 , 令 


EE CE as 
有 = 一 4 一 


是 右 R- 模 的 同 态 序列 ， 有 限 的 或 无 限 的 ( 单 边 的 或 双边 的 ) - 例如 ，4 有 形式 


a a my 
We 7 WP WS 


A=0—A— CME W—0 


定义 1.9.1 (1) 序 列 4 叫 作 复 形 := 对 每 个 如 同 


a 


的 子 列 ，Im(a ) 一 Ker(a ) 成 立 


(2) 序 列 ( 或 复 形 )4 叫 作 正 合 的 :所 对 每 个 形 如 的 子 列 卫 二 4 一 hi,1， 
Im(a,.1) = Ker(a,)- 


a 


(3) 一 个 正 合 列 叫 作 分 裂 正 合 列 :所 对 每 个 子 列 4 4, 一 4 Im(@1) = 
Ker( a) 是 4, 的 直 和 项 

(4) 形 如 0 一 中 -天王 一 0 的 正 合 列 叫 作 短 正 合 列 

(5) 如 果 4 是 复 形 ， 则 序列 …，Ker(a, )XIm(a ，) ，Ker(a ,,)ZIm(a )，…， 叫 作 
4 的 同调 ，Ker( a )XIm(a ,，) 叫 作 4 的 第 i 个 同调 模 

注 : 序列 4 是 复 形 必 qa,_，=0 成 立 ， 这 是 因为 wa， =0e=Imta 1) 一 Ker(@,)。 

为 完整 起 匈 ， 全 面 地 列 出 了 上 面 的 概念 ， 但 在 本 书 中 仅 考 虑 短 正 合 列 

首先 ， 在 下 面 短 列 


1 


中 ， 因 第 一 个 映射 0 一"4 的 映 象 是 0, 0 一 "4 一 的 正 合 性 表明 /是 单 的 ， 由 于 最 


Ag 


全 
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后 一 个 映射 是 映射 下 一 0， 从 而 核 =W。 于 是 以 一 WW 一 0 的 正 合 性 表明 g 是 满 态 
射 , 由 Im(/) = Ker(g) 知 : M/Im(/) 兰 WW。 如 果 4 一 WW， 则 有 短 正 合 列 
Ohm MA 0 

此 处 1 是 包含 映射 ,v 是 自然 同 态 

引 理 1.9.1 令 所 有 模 是 右 R- 模 ， 所 有 同 态 是 R- 模 同 态 , 设 图 1.7 是 一 个 交换 
图 ，(i e.1/=ha; wg = 大 成 立 ) ， 且 行 是 正 合 的 ， 令 a, py，w 是 单 同 态 ， 则 j 是 同 构 
当 且 仅 当 @ 和 w 均 是 同 构 

0— ho so 
| pk | 
hh * kk 
0 一 :8 一 “一 一 一 0 
图 1.7 

证 明 ; 首先 令 j 是 一 个 同 构 , 设 be B， 则 k(5b) eN， 从 而 3me MM 使 得 p(m) = 
h(b)。 因 此 ,wg(m) = 各 (m) = 只 (5b) =0: 由 于 w 是 单 的 , 故 有 g(m) =0。 因 此 ， 
mekKer(g) =Im(/)。 于是，3a eA4 使 /(a) =m。 因 此 , ha(a) =W(a) =p(m) = 
h(b)。 于 是 ,h(a(a) -b) =0。 由 是 单 射 的 , 故 a(a) -b=0=a(a) =b, i.e.a 也 是 
满 的 。 因 此 ，a 是 同 构 

今 令 xseY, 则 3neN 使 k(n) =x。 于 是 ，3meM, 使 六 (m) =n。 因 此 ， 
wg(m) = 名 (mm) =k(n) =x， 所 以 w 同样 是 满 的 。 因 此 ，w 为 同 构 。 

反之 , 今 令 a 和 w 是 两 个 同 构 ，neN 已 知 ， 则 存在 we 四 使 w(w) =k(n)。 因 此 ， 
存在 m EM 使 g(m) =w 于 是 ,名 (mm) =wg(m) =w(w) =k(n)。 从 而 k(n-p(m))= 
0。 于 是 ,存在 beB 使 AD) =n -A(m)。 因 此 ，3oes4 使 (ae) =b。 所 以 , W(a) = 
ha(a) =h(b) = 二-A(m)， 即 上 Ce) +m) =b。 因 此 , 是 满 的 。 所 以 , pp 是 一 个 
同 构 

这 个 证 明 是 典型 的 图 形 追 赶 的 例子 。 显 然 ， 没 有 图 的 概念 ， 这 个 证 明 将 是 很 难 
懂 的 

现在 把 注意 力 转移 到 分 裂 短 正 合 列 上 。 令 0 一 4 一 一 一 0 是 一 个 正 合 
列 ， 显然， 子 列 0 一 -中 一; MW 一 0 的 分 裂 是 已 知 的 。 所 以 ， 所 给 的 正 合 


列 的 分 询 仅 依 粹 于 4 一 MW 的 分 裂 ，i.e. 依赖 于 Im(/) = Ker(g) 是否 为 村 的 直 
和 项 


引 理 1.9.2 设 4=0- 4 -二 We, 一 0 是 一 个 短 正 合 列 ， 
(1) 下 列 命题 等 价 : 


so 


ied 
ys 


CD4 分裂; 

加 存在 同 态 及 : 4 一 "4 使 得 :f= ; 

图 存在 一 个 同 态 pu: WW 一 一 M， 使 得 ggo =。 
(2) 如 果 4 分裂 ， 则 名、@ 中 存在 / 与 g。， 使 得 


0 A NM We 0 

是 正 合 的 并 且 是 分 裂 的 

证 明 ， 

(1 一 @ 由 推论 1. 6.4 的 四 即 可 得 证 

@=@@ 由 推论 1.6.4 的 四 即 可 得 证 

(2) 令 及: MM 一 4 满足 /=1,。 由 推论 1.6.3, 得 =Im(/)@Ker() = 
Ker(g) 四 Ker(f) 。 因 此 ，&g 1 x 是 一 个 同 构 

令 h: 由 一 一 Ker( 用 ) 是 逆 同 构 ，!: Ker(/) 一 一 MM 是 包含 映射 - 设 g = 内 。 由 于 
MM= Ker(g)@@Ker(/)，g 是 满 的 ， 故 四 的 每 一 个 元 素 均 可 写成 g(x) ，xe Ker(), 于 
是 ,ggog(x) =g(h(g(x))) =g(x), 因此 , ggo = fr，&og(x) =x， 故 Im(e&o) = 
Ker( 有 )， 所 以 


0 A NM We 0 
是 正 合 的 ， 由 于 ggo =1s ,有 */=1,， 故 (1) 分 列 


习题 1.9 


1. 设 41,，4,， 41,4; 是 R- 模 4 的 子 模 . 且 4 一 4,， A; 一 4,, 证明: 
[A +(A1NA)]/[A’ + (A NAS)] 


$+(ANMA) /LA + (4.NA)] 


全 
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2.1 直 积 与 直 和 


设 14,1 ie 外 是 带 有 非 空 指标 集 ! 的 一 族 集合 ， 则 14,1 ielI 之 积 I] 4, 是 映射 


a: I— Ud(a(i) eh,, Yi) 
的 全 体 构成 的 集合 
首先 介绍 儿 个 表示 法 : 
(Da =a(DD 叫 作 的 第 i 个 分 量 
(2)(w) =(a( 门 ) =a 
因此， 显然 对 (w) ，(w ) e I 4,, 有 : 
(a)=(a)eViel (a=a’) 
1 不 一 定 非得 可 数 ， 然 而 如 果 /是 可 数 的 ， 例 如 ，/= 11，2，3，…| ， 则 可 记 
(wa ) =(a) =ao 
如 果 4,(ien) 是 R- 模 ， 则 按 下 面 的 定义 2.1.1，、 I 4 构成 模 。 
定义 2.1.1 设 (a,), (b)e 4. reR, 有 
(DD) 加法: (a,) +(b)=(a+b,) 
(2) 模 乘法 : (a,)r=(a,r) 
车 仍 记 a = (a,), B=(4,)， 则 有 
(a+B)(D =a(i) +B(i), iel; 
(ar) (i) =a(Dr, iel, 
证 明 很 明 弦 ， 这 里 从 略 ， 特 别 是 ，1 ai 0,e I 4;， 这 个 零 映射 是 4 的 零 


元 ,0 是 4 的 零 元 ，-w% =( a) 是 a=(a,) 关 于 加 法 的 负 元 。 


a 


定义 2.1.2 UU 4; 的 元 素 说 是 有 限 支撑 的 := 只 有 有 限 多 个 ie 1， 使 得 a, #0。 
册子 模 的 关 别 准则 知 ， II 4, 的 所 有 有 限 支撑 的 元 素 构成 [ 4, 的 一 个 子 模 
定义 2.1.3 约 
(1) 如 果 (4,1 ie/) 是 一 族 R- 模 ， 则 RR- 模 I 4, 叫 作 )4,1 ie1| 的 直 积 
(2) UU 4 的 全 体 有 限 支撑 的 元 素 构成 的 子 模 叫 作 太 - 模 族 4, 1 ie 1 的 外 部 直 和 ， 
记 为 4。 
注 : ”如 果 / 是 有 限 的 , 则 有 II 4 = [4, 
对 je1， 考 虑 下 列 映射 : 四 可 
Tn): I 4a(a) 一 wes4， 
o: 4 sa) mla) e 4, 


7: 二 3 全 由 E Ua § 
4 


0 i#j A 
其 中 ,mw(D = 。 易 证 下 面 的 引 理 2.1.1 


引 理 2.1.1 
(CDm 和 mi 是 满 同 态 ; 
(2)n, 和 om) 是 单 同 态 ; 
1 kj 
G)mem=| ; 
0, k#j 
(A) (omm) =onn,, (Wm) =mnos: 


(5) 如 果 1=11, 2，…, nl, 则 
(Wm) = nm, 人 1 = Bun 
定理 2.1.1 (1) 对 于 TI 4 和 lz,1 ie/|， 则 对 每 个 R_ 模 和 同 态 族 1y | yi 
C 一， iell ,都 存在 唯一 的 一 个 同 态 


y:C 


"I 4,; 
使 得 y =7,y，ie1。 那么 称 ( TI 4,.(7,1 ie/)) 是 R- 模 族 |4,1 ie1| 的 积 或 直 积 。 
(2) 对 于 4, 和 (m1 ie1)， 则 对 于 每 个 R- 模 和 每 个 同 态 族 |B, 1 iel1, 4, 一 


B81 ， 都 存在 唯一 的 一 个 同 态 ， Bp: Ua, 一 =B 使 得 B=pBn,，ie1 那么 称 ( [|4,,(n,1 


28 二 一 
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ie1) ) 是 R- 模 族 |4, 1 ie 中 的 上 积 或 直 和 。 
证 明 : 
(1) 首 先 构造 一 个 映射 7: C 一 工 4 令 


7y(e) =(y(e))e TI 4， cec: 


则 y 是 同 态 ， 有 
(my) (ec) =m(y(e)) =W(c)，ceC。 
因此 , y=my, jel 
唯一 性 ; 令 y': C 一 4% =(my(e)) =m(Y(e))。 于是, 但 y'= 
(yi(e)) =y(e)。 因 此 7' =y 
(2) 先 构造 B: 4, 一 8， 令 
B((a,))= FB(a)eB 
此 处 只 对 有 限 个 iel1 具 有 w 天 0 4 的 定义 ， 和 是 有 意义 的 ， 空 指标 集 上 的 和 永 
远 置 为 0 
显然 , B 是 同 态 ， 并 且 有 (Bm)(w) =B(w) =B(a)。 因此 p=Bn, jel。 
唯一 性 ; 假设 还 有 p': [4 一 8 使 得 B=B'n， 则 有 
Bla,) =B(a,) =Bm(o) 
由 于 [4 中 每 个 元 素 是 有 限 多 个 元 素 a 的 和 ， 因此 有 B=pB' 


再 引用 一 些 符号 


A'= I A,, A=A, (Viel); 


40 = 1)4,, 4.=4, (Viel), 
[| 


2.2 内 部 直 和 与 外 部 直 和 之 间 的 关系 


第 1 章 中 引进 了 内 直 和 的 概念 ， 上 一 节 2.1 讲 了 (外 部 ) 直 和 。 现 在 证 明 这 些 概念 
在 本 质 上 是 相同 的 ， 在 同 构 意 义 下 是 一 致 的 。 
首先 ， 有 单 


m:4awcoeU4， 
Ea 


2 


他 
dd 


0, i#j 
式 中 ， “Da ”7 令 和 =,(4)， 则 4 是 同 构 于 4 的 一 个 模 。 
[WE 
当 1= 11,，2，3，…, n| 有 限时 ， 则 有 a;=10，…，a,, 0,…, 0| ,这 里 a 在 第 j 
个 位 置 , 即 4;=1(0,…, 0, a, 0, …, 0)laeh, 
定理 2.2.1 邻 14,1ie/| 是 R- 模 族 ， 则 有 
La,= @4', 4,24; 
换 句 话说 ，4, 的 外 直 和 等 于 @ 4, 的 子 模 4; 的 内 直 和 
证 明 : ”由 4 的 定义 , 有 己 4 一 吕 4.。 


be 


令 0#(a) e Lj4, 设 a, #0, a,,#*0， 
局 


,#0。 对 其 他 的 i，a, =0。 于 是 有 


(a) Alt +A 


4"= [4 
因此 , 互 4,= 4 
令 (au) se4in 于 4'=a =0.i#js 有 a =0=(a,) = 0. 于 是 4 = 图 41, 即 
for rr 
Ua = 图 4。 


注意 ; 在 以 后 ， 同 构 模 4 和 4' 通 常 视 为 相同 的 ， 所 以 可 用 4 代替 4,， 而 且 根据 定 
理 2.2.1， 内 直 和 与 外 直 和 的 区 别 常常 略 去 ， 两 种 情形 均 写作 @4,， 称 之 为 直 和 


2.3 直 积 与 直 和 的 同 态 


令 14 1ie 目 和 18,1ie 咱 是 两 个 R- 模 族 ， 进 一 步 地 令 ia 1 iel, a: 4 一 8 
是 同 态 族 ， 则 在 这 些 假设 下 ,得 到 以 下 3 个 引 理 
引 理 2.3.1 映射 
He:I4s 0) (ae) e I1s 
Oa: Dhaene)) ee, 
是 同 态 , 并 且 有 
(1) II a 是 单 的 全 图 是 单 的 Vi e 1,a, 是 单 的 ; 
(2) [Ia 是 满 的 属 @ a 是 满 的 二 Vi e /,a, 是 满 
(3) II a 是 同 构 的 所 四 w%, 是 同 构 的 一 Vi e 1.a, 是 同 构 的 
引 理 2.3.2 ”假设 条 件 同 引 理 2. 3. 1 .进一步 令 


lL:Ker(@,) aa m4, eh, 


00 ee 
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Li:Im(@) 3b ob eB,icel 


则 下 列 同 态 是 同 构 : 
HKer(@) 3(0) (1(0)) es Ker( He), 
图 Ker(a) 3 (a) 2(L(0)) es Ker( Oe), 
Dim(@) (5) = (1(6)) e Im( Ha), 
@mte)a(b) (Lb)) e Im( 图 %)。 
因此 .有 


DKer(a,) 2 Ker( Da)， 
BKer(&) = Ker( @a)， 
了 Im(a) Im( Ho), 
Bin(a) 2 In( Ba) 
以 上 两 个 引 理 请 读者 自己 证 明 。 
引 理 2.3.3 令 |4,1ie /1| 和 |B,1je J| 是 已 知 R- 模 族 , 则 
Homa( @4,, [1B) 30 + npn € ,Homa(4i,B,) 
是 群 同 构 


(0 “ 单 的 "; 邻 0xp e Homs(@+, 人 5), 则 存在 (a) e 图， 使 得 
98((o) ) 0 由 于 (%) = 台 0 ,有 wp((0))=p (于 0) = 于 pl(4') x0。 于是, 存 
在 i 使 得 pg(4') sma, 从 而 存在 j 使 pm.(a) #0,， 即 zipn 0。 

(2)* 满 的 ": 令 (w) e Homr(4,，B)。 对 一 个 固定 的 iel 和 同 态 族 (ay 1JeJ)， 


te 


此 处 m%: 4, 一 一 ， 则 由 定理 2.1.1， 存 在 一 个 同 态 B,:4, 一 8, 使 得 图 2.1 是 交换 的 。 
局 


和 
叫 ~ 
i 
nD 
图 2.1 


对 同 态 族 (B, 1 ie 71) ， 由 定理 2.1.1， 则 对 应 一 个 p: @4; 一 ,II 8 ， 使 图 2.2 是 
交换 的 


a 


于 是 ，a =mB, =mnjpn,， 从 而 结论 得 证 。 
特别 情形 : Homa(@4.,8) 关 TI 。(4,.B8) ,此 处 wp 一 p(n,)， 


Homa(4, TI)B, = TI Homs(4.2) ,此 处 p 一 (rp) 
过 se 


习题 2.3 


1. 证明 引 理 2. 3. 1 和 引 理 2. 3.2 
2. 对 于 同 态 a: 4 一 8， 证明 下 列 叙 述 是 等 价 的 : 
(1)Ker(a) 是 4 的 直 和 项 ，Im(a) 是 有 的 直 和 项 
(2) 存 在 一 个 同 态 B: 8 一 4 使 a=opa 
3. 找 出 一 族 R- 模 |4,1 ie/| 和 R- 模 M, 使 
Homn( 4. 去 I Hom A,,M) 
Homa(M, ® 4,) #@® Homr( M4,) 
分 别 成 立 ( 去 意 为 作为 加 群 不 同 构 ) 


2.4 自 由 模 


引 理 2.4.1 邻 刻 =F， 则 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(1)P 有 基 。 

(2)F= BA NViel, Roh, 

证 明 : 首先 ， 声明 (1) 、(2) 对 =0 是 成 立 的 。 事 实 上 ， 空 集 四 作为 基 ， 而 由 习 
惯 约定 空 集 上 的 和 为 零 ， 所 以 可 以 假定 #0 

“(1) 寺 (2)"; 令 Y 是 下 的 一 个 基 , aeY, 则 

pa: Rearm areR, 

显然 是 一 个 同 态 ( 满 的 ) 。 进 一 步 ， 由 基 的 性 质 ，ar =0 =a* 0=r =0， 这 是 一 个 同 构 。 
因此 断言 , F = @ aR 

因为 了 是 一 个 基 ， 故 Y 也 是 生成 集 。 所 以 , 有 上 = 了 oaR- 对 om e 7. 令 


二 


cemRN > aRk, 


则 有 不 同 的 ww ，a;，…，a, EY 了 ,a, 关 a 和 吉 ，r,，…,r, eR 具有 性 质 


可 
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c=aore ar 一 oo + BY al -7) =0。 
i 


=0, 从 而 aoRN 于 aR=0。 所 以 F= @ aR。 


or 


因此 ， 由 基 的 性 质 知 7=n . 
“(2) 寺 (1)": 令 p: Res4, 是 假设 存在 的 同 构 映射 。 因 此 断言 1p,(1) 1 iel| 是 玉 
的 基 - 由 4 =w(R) =p(1:R)=p,(1)R, 则 有 
F=@4= Or( LDR. 
因此 ，|y,(1) 1ie 儿 是 天 的 生成 元 集 。 令 7C14，/ 是 有 限 的 , 且 a0 对 所 
有 的 ie 1， 由 引 理 1.3.1, w(U)n=w(n) =0。 由 于 w 是 同 构 , rn =0。 因 此 ， 
eltl) iie 咱 是 下 的 基 。 
定义 2.4.1 满足 引 理 2. 4. 1 的 条 件 的 模 严 叫 作 自 由 模 。 
引 理 2.4.2 令 1 是 一 个 集 ， 则 R" 是 带 有 指标 集 ! 的 基 的 自由 模 。 
证 明 : 考虑 14,1 ie1， 4, = Rs| ， 则 由 定理 2.2.1， 有 
#"= 04,= @4, 


且 R。=4 宕 4;。 如 前 所 证 ，R" 是 自由 的 ， 且 有 基 |p,(1) 1 ie 中 |。 

推论 2.4.1 每 个 模 Wu 是 自由 及 - 模 的 满 同 态 像 。 如 果 Wu 是 有 限 生成 的 ， 则 Mn 
是 具有 有 限 基 的 自由 尽 - 模 的 同 态 像 

证 明 : 令 Y 是 必 的 生成 系 ， 考虑 自由 模 R"” = @ w(1)R, 由 RaZw(D 
nm 嘻 也 br EM 根据 R"， 由 基 表 示 的 唯一 性 ， 满 同 态 是 定义 良好 的 。 

- 般 地 ， 用 1p,(1) 1 ieN| 记 R" 的 基 ， 但 在 下 面 将 不 局 限于 这 个 记 法 ， 也 可 用 其 

他 集 来 记 

定理 2.4.1 如 果 p: 4 一 Fs 是 满 同 态 ，Fx 是 自由 的 ， 则 p 分 裂 。 

证 明 : 邻 Y 是 所 , 一 个 基 ， 对 每 个 beY， 则 选 定 一 个 a, eA， 满 足 p(a,) =b， 则 映 
射 

eaZin 一 Zones4 
是 及 - 同 态 ( 因 为 了 是 基 )。 因 此 ,有 
po Pb) =p Ban) = 之 pla)mn = Db, 


所 以 ，pp' =1;， 从 而 4=Im(p')@@Ker(p)。 


习题 2.4 


1. 证 明 : 非 零 环 R 是 体 性 每 个 右 R- 模 是 自由 的 。 


2. 证 明 : 定理 2.4.1 对 自由 模 的 直 和 项 也 成 立 

3. (1) 证 明 : 如 果 B: Bn 一 Cn 是 满 同 态 ， 若 w: Fs 一 Cs 是 同 态 ，Fs 是 自由 模 ， 则 
存在 mw : Fe 一 Bn 使 p=Bp'。 

(2) 证 明 : 如 果 用 自由 模 的 直 和 项 代替 本 题 (1) 中 的 Fr， 则 (1) 也 成 立 


2.5 自由 群 和 可 除 阿 贝尔 群 


定义 2.5.1 一 个 加 群 4 叫 作 可 除 的 :> VY:eZ， :0 二 本 =4， 这 里 的 Z 为 整 
数 环 。 

引 理 2.5.1 可 除 群 的 每 个 满 同 态 像 是 可 除 的， 故 可 除 群 的 商 群 是 可 除 的 。 

证 明 : 令 4 是 可 除 的 , 设 p: 4 一 8 是 满 同 态 , 则 YzeZ , :#0, 有 

Bz=p(4)z=y(4z) =p(4)=B 
引 理 2.5.2 可 除 群 的 直 积 与 直 和 均 是 可 除 的 
证 明 : 邻 |4,1 ie/| 是 一 族 可 除 群 。 则 对 0 了 :eZ ， 有 
(014):= 14,:=14 
(@4):=@(4:)= @4, 

例子 ， 有 理 数 加 群 @ 及 Q/Z 均 是 可 除 群 ， 但 Z 是 不 可 除 的 

定理 2.5.1 每 个 阿 贝尔 群 可 嵌入 ( 即 单 射 地 映 人 ) 一 个 可 除 群 内 

证 明 : 令 4 是 一 个 阿 贝尔 群 ( 可 视 为 右 又- 模 ) ， 由 推论 2. 4. 1， 每 个 模 都 存在 一 个 
自由 阿 贝尔 群 和 一 个 满 同 态 p: fF 一 4。 若 置 *=x + Kerte) ， 则 

p': F/Ker(p) sx p(x) eA 
是 一 个 同 构 。 令 Y 是 =FZ ( 视 斑 为 右 Z - 模 ， 下 同 ) 的 一 个 基 ， 则 考虑 
Dp=Q™"= @iQ 

由 于 Quz spQz ， 故 6Q ;是 可 除 的 。 由 引 理 2.5.2，D 也 是 可 除 的 。 由 于 =@bZ ,下 
是 万 的 子 群 。 因 此 ，Ker(e) 也 是 万 的 子 群 。 巾 引 理 2.5.1 知 , D =D/Ker(p) 也 是 可 
除 的 。 

邻 i F/Ker(p) azEeD 是 包含 映射 ， 那 么 ，ip'… 就 是 所 要 求 的 4 到 可 除 群 D 
的 单 射 。 

现在 证 明 与 定理 2. 4. 1 对偶 的 定理 ， 即 可 除 群 是 内 射 群 

定理 2.5.2 如 果 p: DB 是 一 个 单 射 且 如 果 D 是 可 除 的 ， 则 9 分裂 。 
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证 明 : 由 引 理 2.5.1，Im() 是 可 除 的 ， 因此 不 失 一 般 性 ， 可 以 将 D 视 作 B 的 子 
模 。 而 p =i 是 包含 映射 。 所 以 令 
T=IUI Um BADNU=0|。 
由 于 有 U=0e 矿 , 故 厂 关中。 进一步 地 , 厂 的 每 个 全 序 集 的 开 集 仍 属于 厂 。 由 佐 恩 引 
理 , 厂 内 存在 一 个 极 大 元 ， 仍 记 之 为 U。 于 是 ， 有 
D+U=DGU 一 8。 
剩 下 的 是 要 证 8=D@U 
对 8 的 任 一 个 元 素 b， 考 虑 Z 的 满足 如 <e D+U 的 元 素 :构成 的 理想 zoZ 。 令 czo = 
d+u, 由 于 DD 是 可 除 的 , 故 3d, 使 zs =d， 从 而 (4 - d)zo =u。 显然 zZ 也 是 Z 的 具 
有 性 质 (4 - doz) e D+U 的 元 素 构 成 的 理想 。 因 此 断言 ， 
DN[U+(b-d,)Z ] =0。 
假设 d= +(b-d)seDNIU+(b-d)], 则 (6-d)z =d -weD+U。 所 以 ， 
=zot, teZ 因此 ，(6-d)zot=w=d-u。 于 是 , 0=d, (w+u)==d, =0。 由 于 
U 的 极 大 性 寺 (b- 册 ) 一 U=b-d,eU=beD+U， 得 到 B=D@U。 


习题 2.5 


1. 令 R 是 带 有 商 域 的 整 环 ， 模 汕 叫 作 可 除 的 ， 如果 对 R 中 每 个 rz0 成 立 Mr = 
以 ， 证明: 

(1) 可 除 R- 模 类 关于 商 模 、 直 积 与 直 和 是 封闭 的 。 

(2)K 仅 有 的 可 除 子 模 是 0 和 

(3)R 关 人 一 每 个 可 除 的 循环 尺 - 模 是 0。 

2. 邻 R 是 整 环 ， : 

(1) Mi 是 可 除 属 对 每 个 循环 理想 4 一 R 和 对 每 个 同 态 p: An 一 Mn， 存在 同 态 p': 
Rn 一 Mn 使 得 p'1 ,=p。 

(2) 如 果 对 一 个 固定 的 模 We 和 任意 模 Ne， 每 个 同 态 p: Mn 一 Nu 分 裂 ， 则 Mu 是 可 
除 的 

3.(1) 令 了 是 可 除 阿 贝尔 群 

全 证 明 : 如 果 从 了 的 生成 元 集 去 掉 任 意 有 限 多 个 元 素 ， 则 其 余 集 仍 是 生成 元 集 。 

印证 明 了 不 含有 极 大 子 群 。 

(2) 证 明 不 含有 极 大 子 群 的 阿 贝尔 群 是 可 除 的 。 

(3) 给 出 一 个 含有 单子 群 的 阿 贝尔 群 的 例子 。 

4. 对 一 个 阿 贝 尔 群 4， 挠 子 群 7(4) 定 义 如 下 : 


模 论 


a 


T(4)= jal aeAM jzeZ (z#0Naz=0) 
证 明 ; 
(1)4 是 可 除 的 一 T(4) 是 4 的 直 和 项 
(2)4 是 可 除 的 人 T(4) =0 一 4 与 若干 个 Q z 的 一 个 直 和 是 Z - 同 构 的 
提示 : 可 将 4 当成 Q- 向 量 空间 


2.6 主 理 想 整 环 上 的 有 限 生 成 模 


本 节 讨论 左 模 。 
令 M 是 主 理想 整 环 D 上 的 模 ，x,，x,,，…，x, 是 它 的 有 限 生成 元 集 ， 于 是 ， 


M= Eo 为 研究 MM， 很 自然 地 要 引进 带 有 基底 (ee;，…，e,) 的 自由 模 D'"” 和 


Dm 到 M 上 的 满 同 态 7: Fae au， qa, eD。 因此 ，M = D/AK; 其 中 , 大 = 
Ker(n), 

定理 2.6.1 今 D 是 主 理想 整 环 ， D" 是 上 秩 为 的 自由 模 ， 则 D" 的 任 一 子 模 
大 是 自由 的 ， 且 K 的 基 中 所 含 元 素 个 数 几 < 

证 明 : 由 于 不 排除 K =0， 故 采用 通常 的 习惯 将 0 模 看 作 秩 为 0 的 自由 模 ( 基 是 空 
的 )。 当 然 ， 如 果 n=0， 结 果 是 平凡 的 。 现 在 假设 n=1， 则 D1" 与 D 等 同 ， 其 任 一 子 
模 人 是 一 个 理想 。 因 此 K = (/) ， 如 果 /=0， 我 们 有 大 =0， 否 则 , /#0。 由 于 D 是 整 
环 ,对 aeD，af=0 蕴 信 着 a =0。 因 此 ,上 是 带 有 基 / 的 自由 模 ， 这 就 证 明了 n=1 时 
的 结果 。 

现在 假设 n>1， 对 n 使 用 归纳 法 。 令 (el，e;，…，e,) 是 D" 的 革 ，D"， 是 由 
(ei， 6，"…，e,.1) 生 成 的 子 模 。 因 此 ，D"" 是 秩 为 a-1 的 自由 模 ， 而 "AD"…" 是 
带 有 基本 =e +D"" 的 自由 模 。 令 KR=(K+D"")/D” "是 D" /Dn 的 子 模 。 如 果 
天 =0,K+D0 =D" 中 ， 则 KCD" 于是， 由 归纳 假设 知 满足 定理 的 结论 。 

接着 ,假设 K#0， 则 由 上 面 证 过 n=1 的 结果 可 知 ,有 基 太 =/ +D""。 而且， 
由 于 尺 = (K+D"")/D" "能 找到 /eK， 青 将 归纳 假设 应 用 到 D"" 的 子 模 
KND"" 上 ， 如 果 KNMD"， 0， 则 这 个 子 模 有 基 (/,，…, /.)(0<m-1<n-1)。 因 
此 ，(f;，…, 矿 ) 是 K 的 基 。 这 是 因为 令 yeK, y=y+D*" eK, 所 以 y=b,f/, be 
D。 这 意味 着 y -Ai ED 由 于 选择/ eK, ybJ eK, 因此 y-bf eKND"-n。 
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所 以 yb =8 + + 中 六 。 因此 y= 立 bf/ 故 (J;，…, 大 ) 生 成 K。 
其 次 ,假设 于 b=0， 则 万 = 一 立 太 =0 。 所 以 放 =0。 再 因 人 (kt>2) 是 K 


mnD'" ”的 基 ， 故 由 Fo.=0, 得 六 =0。 因 此 (六 ，…, /,) 是 KK 的 基 。 如 果 Kn 


D" ”=0， 同样 的 讨论 证 明 / 是 的 基 。 

由 于 任 一 个 域 是 主 理想 整 环 , 它 的 理想 只 有 (0) 和 (1)， 故 根据 前 面 的 定理 可 导 
出 线性 代数 熟知 的 结果 。 如 果 VV 是 域 上 n 维 向 量 空间 ， 则 它 的 任 一 子 空间 是 有 限 维 
的 , 且 维 数 <n 

现在 转 到 MsD"/K 上， 由 定理 2.6. 1 知 上 有 所 含 元 素 的 个 数 为 m<n 的 基 。 下 面 
使 用 的 方法 对 有 限 生成 元 也 适用 - 因此， 假设 K 有 一 组 生成 元 人 及，…，/。， 此 处 m 
可 超过 n。 用 基 (e, ，e;，…，e,) 将 这 些 生成 元 表示 为 如 下 形式 : 


+ + ae 


/=aner +ane 


EE 


ev 


矿 =aniel + dnae + 二 ames 
此 mxn 矩阵 4=(ou ) 称 为 生成 元 (1 , 户 ，…, 太 ) 关 于 基 (e ，e，…，e ) 的 关系 和 矩 
阵 。 当 然 ， 关 于 D" 的 基 (e,) 和 不 的 生成 元 集 (J ) 没 什么 特殊 选择 。 


今 设 (1，… ,是 D" 的 另 一 组 基 , 则 必 = 立 pj, 此 处 P= (my) 是 矩阵 环 
凯 (D) 上 的 可 利 矩 阵 。 但 对 于 子 模 K 的 生成 元 集 不 能 做 这 样 的 叙述 。 然 而 ， 容 易 看 出 ， 
如 果 @= (gw) 是 届 ,(D) 中 的 可 递 逢 阵 ， 其 逆 为 07 = (gw)， 则 (fi，…, 凡 ), 此 处 


n= Zo 是 上 的 另 一 生成 元 集 。 这 是 因为 显然/ eK 且 2 gfi= 3 gageft = 
了 ， 所 以 (1 ，…，/) 属 于 由 (1 ，…, 了 /) 生 成 的 子 模 内 ， 因 此 (f; ，…, f,) 生 成 K。 那 
么 (用 ，…，/) 关 于 ei ，…，e' 的 关系 矩阵 如 何 呢 ? 由 于 有 
f= T= > qua = Z quap “e's 
此 处 ，(p',) =P'。 因此， 新 的 关系 矩阵 为 
A'’=QAP!', 
为 了 进一步 研究 W， 我 们 要 用 到 下 面 的 定理 2. 6. 2。 
定理 2.6.2 如 果 4eW.(D), 刀 是 主 理想 整 环 ， 则 4 等 价 于 下 面 的 对 角 和 矩阵 


模 论 


a 


ldi, di, *, d,, 0, .…, 0| = d, 


此 处 由 天 0,， d, | d (i<j)。 

这 里 证 明 从 略 。 

关于 主 理想 整 环 D 上 有 限 生成 模 W， 有 如 下 的 基本 结构 定理 

定理 2.6.3 ”如果 必 是 主 理想 整 环 D 上 的 有 卫 模 ， 则 W 是 循环 模 的 直 和 ， 
M=Dzs,@D:,@…@@D:,， 并且:, 的 零 化 理想 annz 序列 满足 

annz 了 annz: 了 … 了 annz,，annz #0 

注 : 如 果 beannz, b(az) =a( 有 如 ) =0，YaeD; 则 有 annazDannz。 这 表示 循环 
D - 模 的 任 两 个 生成 元 有 同一 零 化 于。 所 以 annz 与 全 的 生成 元 : 的 选择 无 关 。 

证 明 : 如 果 (x ，x:，…，zx) 是 的 一 组 生成 元 ， 则 存在 从 具有 基底 1e ，1<is 
n| 的 自由 模 D" 到 MM 上 的 满 同 态 n， 且 :6 一 x，。 因 此 MSD" AK, 由 用，…， 所 
生成 , 且 / = ae,。 所 以 有 关系 矩阵 4=|(a,)e 员 ,,(D)|。 今 用 (e') 代 替 基 (e,)， 


此 处 er = Ene, P=(P,) 是 届 .(D) 中 可 道 逢 阵 。 则 所 ，…, /代替 生 成 元 (f;)， 此 


处 / = Bo Q@= (gu) 在 届 .(D) 中 可 逆 ， 故 新 的 关系 矩阵 为 Q4P…。 由 定理 2. 6. 2， 
可 选择 P 和 00， 使 
QAP =|d,, ,dd,, 0, ……, 0 

此 处 dz#0(1<isr) 且 d,1 d,(i<j)。 此 即 意味 着 太 的 生成 元 /1 与 基 (e') 的 关系 为 

帮 =diei ,了 =de f= = =0, 
置 % = 了 pz，1sism 则 (mi 7，…， 3,) 是 机 的 另 一 生成 元 集 ， 且 为 (e) 在 D" 
到 必 上 的 满 同 态 n 下 的 像 。 对 于 1<i<r, de = 有/ ， 有 dy, =0, 今 假设 有 关系 by, =0， 
此 处 beD。 则 于 bereK, 故 有 be'= ef= cde's 因 (e el, …, e') 
是 D" 的 基 , 故 b=cd,, 1<i<n。 但 by,=cidiy, =0， 因 为 已 经 证 明了 ,如果 by, =0， 
则 每 个 by =0。 所 以 ， 有 
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M= 二 Di=Dr@DnG…@Dr,。 
而 且 ， 还 得 到 ， 如 果 4by, =0, 则 be (d,)。 由 于 diy, =0， 有 anny, =(d,)。 由 关于 d; 的 
相 除 条 件 可 知 : 
(di)I(d) SI(d.). 
显然 ,车 d, 是 单位 ， 则 y, =0。 因 此 ， 这 个 元 素 可 从 1y,，…,，y,1 中 去 掉 。 假 设 (d,， 
…，d,) 是 单位 ,而 (d,.,，…，d,) 不 是 。 令吉 =7w4，…， z=y。， 此 处 s=n-t， 则 有 
导 =Dz,@D:,B…@D:,， 此 处 每 个 D0 且 定 理 2.6. 3 成立 。 


习题 2.6 


1. 找 出 由 1 =(1, 0,， -1), /=(2，-3, 1),A=(0, 3, 1), 有 =(3, 1, 5) 生 
成 的 Z 2 子 模 的 基 。 

2. 确定 Z “AK 的 结构 ， 此 处 六 由 /1 =(2, 1，-3), =(1，-1, 2) 生 成 。 

3, 今川 是 由 2 和 x 在 Z[x] 内 生成 的 理想 ,证 明 W 不 是 循环 Z[x] - 模 的 直 和 。 


2.7 推出 与 拉 回 


令 a: 4 一 有 与 8: 4A- 是 两 个 具有 相同 原 像 域 (或 称 定义 域 ) Dom(a) = Dom(e) 
的 模 同 态 。 问 : 是 在 同 态 少 : W 一 N 与 B: B 一 N 使 图 2. 3 为 交换 图 。 并 且 这 样 的 同 
态 少 与 B 及 模 Y 具有 何 种 性 质 ” 本 节 就 来 研究 这 个 问题 ， 当 然 这 里 所 考虑 的 模 仍 是 
右 模 


4 a B 

有 

和， 
图 2.3 


定义 2.7.1 对 交换 图 2.3, 给 出 定义 : 

(1) 倡 对 ( 少 ，B) 称 为 偶 对 (a，B) 的 推出 ( push out) :对 每 个 满足 yp =B'a 的 偶 对 
(WB )( 此 处 :MX 及 B': B 一 X)， 则 存在 唯一 的 a: NX 使 y'=oy 与 8'=o8 
成 立 

(2) 偶 对 (pg，a) 称 为 偶 对 ( 业 , B) 的 拉 回 (pull back):> 对 每 个 满足 yp' =pa' 的 偶 对 (gp'， 


Lag 


a ) (此 处 g': YM 及 a': YB)， 则 存在 唯一 的 7: 7 一”4 使 成 立 p'=gr 与 a' =ar。 
对 应 的 图 形 分 别 如 图 2.4、 图 2.5 所 示 : 


4 a B Y 
> Ce 
el 《 MA eB 
AN \q 4 
多 3 Wy 


图 2.4 图 2.5 

命题 2.7.1 对 已 给 的 偶 对 (p，a) 与 ( 少 ，B) ， 其 推出 与 拉 回 在 同 构 意义 下 分 别 是 
唯一 的 。 

证 明 : 令 (p, B) 和 (w',B') 是 (w， a) 的 两 个 推出 ， 于 是 存在 go: N 一 工 及 p: X 一 
人 使 得 内 =oy, B'=oB 及 y=py', B=pB', 对 于 po: NN, 有 WW =ph' =poy, 
B=pB' =poB。 所 以 ， 由 定义 中 的 唯一 性 知 ，pa =1、 对 应 地 ,得 op =1,。 因 此 , o 与 
p 是 同 构 ， 且 互 为 北 同 构 。 类 似 地 ， 可 得 到 关于 拉 回 的 证 明 

本 节 在 下 面 用 (5，m) 记 M@B 中 的 元 素 . 用 (m， 久 记 (MM@B)/WU 中 的 元 素 ,，U 的 
意义 见 下 面 的 定理 2.7.1 

定理 2.7.1 

(1) 设 有 偶 对 (p，a) ， 这 里 wp: 4 一 时 与 a: 4-B. 置 N= (NM@B)/U， 其 中 , U= 
|(p(a), -a(a))l aeAl, 人 Sy: Mamm(m, 0)eN, B: Babm(0, 6), 则 (y, 
B) 是 (p，a) 的 推出 

(2) 设 有 偶 对 ( 消 ，B) ， 这 里 水 : MN 与 B: BN, 置 4=|(m, b)l meMAbe 
BAy(m) =B(b)|, 令 p: 4a(m bmeN, a: 43(m, b) beB, MN(w, a) 是 
( 业 ，B) 的 拉 回 

证 明 : 

(1) 首 


U 显然 是 MB 的 子 模 ，N 是 M@B 的 商 模 ,y 与 B 是 满足 yp =Ba 的 同 
义 r: NA 为 mr((m， b)) =y'(m) + 
只 需 证 明 对 任 (m, b) eU， 有 a (m, 0) =0。 事 实 上 ， 
由 于 yp =B'a, 故 o((p(a)，-a(a))) =W'p(a) -B'a(a) =0。 从 而 ,o 的 定义 是 良 
好 的 。 显 然 o 是 同 态 且 oy =w' 与 oB8=B' 成 立 。 

下 面 证 明 o 是 唯一 的 

假设 还 有 oo : NX 满足 W' =o 示 与 8 =oB- 则 tr -ow=0, (co)8=0， 
因此 ， 有 


态 。 令 少 与 太 如 同 定义 2.7. 1 中 给 出 的 同 态 
B'(4b)。 为 证 o 是 定义 良好 的 ， 


0=(r-o)ym)=(r-o)(m. 0)). 


i 
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0=(g -0)B(b) =(0 -0)((0, 0)。 
由 于 |(m, 0)，(0, 0 1 meMAbeB| 是 N 的 生成 元 集 ， 因此 ，(o - 0) 是 零 同 态 。 
于 是 , og -ol =0， 从 而 (ww, B) 是 (wa) 的 推出 
(2) 设 同 态 qa': 7 一 8 与 mw: 7 一 MM 如 同 定义 2.7.1 中 所 给 出 的 。 令 7: Y 一 4A， 
T(Y) = (yp'(Y), a'(y))， 对 任 Yey。 容易 验证 7 是 同 态 ， 并且 满足 a' =ar 与 p9'=pr。 
下 面 验证 是 唯一 的 . 若 还 存在 mr : 7 一 站 使 a' =ar 与 w' =weri。 令 (7-Ti)(y) =(m， 
45)， 则 有 


0=¢(7-7) (7) =p(m, b) =m, 
0=alr-r)(r) =a(m, b) =b, 
因此 (7 -71)(Y) =0, i.e.7=7)， 从 而 (pg, a) 是 (yw, B) 的 拉 回 。 
关于 推出 与 拉 回 的 性 质 ， 有 下 面 的 两 个 定理 
定理 2.7.2 邻 (ww, B) 是 (p，a) 的 推出 , 则 有 
(1)a 是 单 的 =w 是 单 的 ; a 是 满 的 =yw' 是 满 的 。p 是 单 的 =6 是 单 的 ; w 是 满 的 一 
B 是 满 的 
(2) 邻 a 是 单 同 态 。 则 Im(w) 是 久 的 直 和 项 3k: 8B 一 NN 使 得 p =kha， 即 有 图 2.6 
所 示 关 系 成 立 


证 明 ; 
(1) 若 a 是 单 态 射 。 令 沙 (mm) = (m, 0) =0， 则 存在 ae4 使 得 (m, 0) = (p(a)， 
-a(o)) 因此 ，-a(a) =0， 从 而 a=0， 即 有 m=p(a) =0， 亦 即 少 是 单 的 。 
若 a 是 满 的 , 令 (m, 6) eN, 则 3ae4 使 b= -a(a)。 所 以 , y(m-p(a)) = 
Cm-g(a) ,0)=(m-p(a), 0)+(g(a)，-a(a)) =(m, 6b)。 因 此 , y 也 是 满 的 。 
类 似 可 以 证 明 关于 w 的 情形 
(2) 若 Im( 加 是 的 直 和 项 , 即 N=Im(P) 四 mm。 由 于 a 是 单 射 ， 根 据 (1) ， 可 知 
少 也 是 单 的 。 因 业 诱 于 出 一 个 同 构 加 : MM 一 Im(W)。 令 7: N 一 Im( 风 ) 是 由 N=Im(w) 
田 和 所 产生 的 自然 满 射 ， 则 上 =wo' mB 满足 ha(a) = 如 mga(a) =yo'mya(a) = 7 


反之 , 今 上 为 已 知 且 p = la。 则 考虑 z: Na (my 四 收 m+k(b) EN， 由 于 
Zp(0)，-ala)) =p(a) -ha(a) =0。 故 /7 是 映射 。 容 易 验证 也 是 同 态 。 由 于 


| 


Le 
pas 


ty(m) = (m, 0) =m, 有 WW =1y。 因此 N=Im(W)@Ker(2)。 

定理 2.7.3 设 (p, a) 是 (ww,，B) 的 拉 回 , 则 

(1)B 是 单 的 = 是 单 的 ; B 是 满 的 =p 是 满 的 。g 是 单 的 一 a 是 单 的 ; 沙 是 满 的 = 
a 是 满 的 。 

(2) 设 少 是 满 同 态 ， 则 Ker(a) 是 4 的 直 和 项 3k: 8B 一 M 使 得 B=yw。 亦 即 有 图 
2.7 所 示 关系 成 立 。 


图 2.7 

证 明 : 由 于 证 明 与 定理 2. 7. 2 完全 类 似 ， 所 以 在 这 里 简 述 其 证 明 

(1) 设 小 是 满 的 , 令 5eB， 则 习 m es 使 得 几 (m) =B(b)。 因此 (m, b)e4, 且 
a( (m, 5)) =b,i.e. a 是 满 的 ， 其 他 情形 可 类 似 地 证 明 得 到 

(2) 设 Ker(a) 是 4 的 直 和 项 ， 从 而 4 = Ker(a)@4,， 由 于 小 是 满 的 ， 故 a 也 是 满 
的 。 从 而 ao =a 1 也 是 满 同 态 。 令 i: 4 一 4 是 包含 映射 ， 则 对 =pias' 有 : wk(b) = 
yp(ao'(b)) =Ba(as'(b)) =B(b) 

反之 ， 令 上 连同 央 = 有 为 已 知 。 则 对 m: Bab 一 (kb)，b) eA， 有 an=1s， 从 而 
4=Ker(a) 中 Im(7)。 
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在 本 章 内 ,将 介绍 模 论 中 两 种 最 重要 的 模 一 一 内 射 模 与 投射 模 ， 它 们 在 环 与 代数 
及 同调 代数 中 有 着 重要 的 应 用 - 为 研究 内 射 模 与 投射 模 ， 引 入 了 大 子 模 和 小 子 模 以 及 
子 模 的 补 的 概念 ， 并 对 它们 的 一 些 性 质 作 了 介绍 。 


3.1 大 子 模 和 小 子 模 


定义 3.1.1 
(1) 模 风 的 一 个 子 模 4 叫 作 小 子 模 ( 多 余子 模 ) ， 记 为 4 ~ W; 或 者 叫 大 子 模 (本 质 
子 模 ) ， 记 为 4 一 1 
VUTM (4+U=M=U=M), 
或 
YU—M (ANU=0=U=0)。 
(2) 环 尺 的 右 理想 、 左 理想 、 两 边 理想 4 叫 作 小 的 或 大 的 := 4 是 Ra.nR,nRa 的 小 
子 模 或 大 子 模 
(3) 同 态 a 叫 作 小 的 或 大 的 : 汪 Ker(a) 一 4 或 Im(a) 一 B。 
由 定义 3.1.1 可 立即 得 到 : 
(4 一 MeeYU 一 HH， A+U™ M, 
(DA My Um M, Uz#0, ANU#0。 
(3)M#0NA— M=A#M 
(4) 有 1z0A4 M=A#0 
例子 如 下 : 
1. 对 每 个 模 信 ,0 一 MM MM 
2. 一 个 模 叫 作 半 单 的， 如 果 每 个 子 模 都 是 它 的 直 和 项 。 


人 


J 是 半 单 的 =:0 是 省 的 唯一 小 子 模 ，M 是 的 唯一 的 大 子 模 

证 明 : 4 一 W 一 3 一 中 使 得 4960=M 如果 4 一 W, 则 吉 =W- 所 以 4=0。 如 
果 4 富 及， 则 U=0。 所 以 4= 咱 

(3) 令 RR 是 一 个 局 部 环 但 不 是 体 ，4 是 由 RR 的 非 递 元 全 体 构成 的 理想 ， 则 4 兰 0( 因 
RR 不 是 体 ) 且 4 是 R 的 最 大 的 真 左 、 右 及 两 边 理想 ( 局 部 环 的 定义 )， 所 以 4 分 别 是 
Rn、nR 及 rRa 的 大 子 模 

局 部 环 的 例子 : R=Z/p"Z，4 =pZ/p"Z, p= 素数 

下 面 根 据 定义 来 推导 简单 的 结论 

引 理 3.1.1 关于 小 子 模 ， 有 如 下 性 质 ; 

(1)4 一 有 一 有 一 人 有 BM, 则 4 一 和 

(2)4, M, i=1, 2, ,n= 4 一 由 

(3)4A~ MApeHom(M, N)= (4)~N 

(4) 如 果 a: 4 一 B，B: B==C 均 是 小 满 

证 阴 : 

(DD 令 4+U=N, 其 中 U 一 N, 则 B+U=N， 于 是 , B+(UNNM) =W( 模 律 ) 。 因 
此 ,UNMM= 员 二 用 一 U， 从 而 有 4 一 膨 一 U 于 是 ，U=4+U=N- 故 有 4 一 人 

(2) 对 n 进行 归纳 证 明 。 对 m=1， 由 假设 ,结论 成 立 。 归 纳 假设 

4=4 +…+4 1 一重 
假设 对 上 U 一 膨 ， 有 有 4+4,+U= 亲 ==4,+U= 有 村 (因为 4 一 WW) 于 是 UU= 机 (因为 4, 一 
M), 

(3) 邻 p(4)+U=N， 其 中 一 N, 则 对 Yme 导 ， 有 pl(m) =p(la) +u, 其 中 ae 
4A, uweU, 于 是 pg(m-a)=u=sm-aep '(U)=med+p '(U)=A+p (VU) =M= 
M=p "(UVU), 由 于 A 一 Msp(M) =pp (VU) =UNIm(g), 此, ¢(4)— p(M)—= VU, 
所 以 U=p(4)+U= 

(4) 令 Ker(pBa) +U=4， 其 中 一 4 则 由 于 Ker(pBa) =a '(Ker(B)), 有 
Ee +U) =al( Ker(Ba)) +a(U) se) +a(U) =a(4) = 8。 由 假设 ， 
a(U) =B。 因 此，Ker(a) +U=A=U 

引 理 3.1.2 对 aeMe， 有 : oR 不 是 丸 的 小 子 模 定 存在 的 一 个 极 大 子 模 C， 使 
agC, 

证 明 : 

=”": 如 果 C 是 必 的 不 含有 a 的 极 大 子 模 ， 则 wsR + C = 则 -因此 ，oR 不 是 的 小 
子 模 。 


、 则 Ba: 4=C 也 是 小 满 同 态 
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“一 ": 利用 佐 恩 引 理 来 证 明 。 令 
T=|BI B™MNaR+B=M|。 

由 于 aR 不 是 W 的 小 子 模 . 故 3Be 厂 , i.e. 厂 zp。 于 是 , 厂 中 元 素 ( 子 模 ) 按 子 模 的 包 
含 关系 "一 "构成 一 个 偏 序 集 

令 Azw 是 厂 的 一 个 全 序 子 集 , 则 B= ,UB 是 A 的 一 个 上 界 。 事实 上 ,假设 ae 
B， 则 a 必 会 于 一 个 有 内 ， 从 而 有 oR 一 8。 因此 B=aR+B=M， 矛盾 。 由 aeBo 知 ， 
忆 一 用 因为 B 一 B=aR+Bo= 及 ， 所 以 Bo。e 厂 , i.e.A 在 矿 内 有 上 界 B,。 于 是 ,由 
佐 恩 引 理 知 厂 含 有 一 个 极 大 元 

接 下 来 ,断言 C 是 导 的 极 大 子 模 。 令 C 一 U 一 M=Ue 厂 ， 这 是 因为 C 是 栈 的 极 
=aR+C—aR+U— MaR+U=M, 由 于 UeT， 故 U=M。 
力 转向 大 子 模 ， 首 先 有 与 引 理 3. 1. 1 对 偶 的 叙述 。 
3 设 N 是 R- 模 , 则 
(4 一 有 一 用 一 NA4 一 一 8B 一 用 


2) 

(3)8 一 NApEeHome(MNM，N) 一 (B) 一 咱 

(4) 令 a: 4 一 8 与 B: 8 一 C 是 大 的 单 同 态 , 其 中 4, B,C 是 R- 模 , 则 Ba: 4 一 C 
也 是 大 的 单 


下 面 的 大 子 模 判别 法 对 于 应 用 是 很 重要 的 
引 理 3.1.4 令 4 一 Ar， 则 有 
A Ms YmeM, m#0, 3reR (mrzx0Amre4) 

证 明 : 

“人 一” : 由 疾 关 0， 有 mR 关 0， 所 以 4mmR 关 0， 从 而 就 得 到 所 要 的 结论 。 

“含有 一 有 WABz#0， 则 存在 msB， mm 关 0， 由 条 件 存在 reR 使 mr 关 0 人 mres 
4 因此, 0 关 mre4mB， 从 而 4 一 所 

推论 3.1.1 今 M= 各 M,, M,— M, A M,,， Viel; 令 


A= 3 4,= ®4,, 
Ee ‘ey 
则 有 4…W， 首 上 且 = @ MM 
证 明 : 4 一 WW: 由 于 上衣 中 的 每 一 个 元 迪 位 于 有 限 多 个 MM 的 和 内 ， 由 引 理 3.1.4， 
只 要 对 有 限 个 集合 1= 11，2，…，n| 证 明 结 论 成 立即 可 
对 n 进行 归纳 证 明 。 当 m=1 时 ,结论 由 假设 即 知 成 立 。 归 纳 假设 对 n -1 结论 成 


一 一 4 


和， 
i 


立 , ie 假设 

有 
令 0 关 mi +ma +t +m +m, m, eM 如 果 m, +ma+…+m ,=0, 则 m=m,z#0= 
3reR 使 0( 关 mr = mre4,。 所 以 , 今 mi +ma +… +m,_1 关 0。 由 归纳 假设 ，3reR 
使 得 

O0#(m + tm, 1)reA + +A,.) 
如 果 这 个 r， 进 一 步 地 有 mr =0， 则 就 完成 了 证 明 。 因 此 ， 令 m,r#0， 则 3se RR 使 得 
0#mrseA,。 于 是 ，mrs e A, +… +4,。 由 于 4, 的 和 是 直 和 ， 因 此 有 mrs#*0， 所 以 就 证 
明了 4 

下 面 证 明 W = @ MM: 仍 只 需 对 有 限 集 1= 11，2，…， 的 情形 证 明 。 假 设 0 关 


mu =mi+……+mieMn Mi， 则 存在 rsR 使 得 
1 
0#(m++tm, i)re DA 


因此 , 0#m,r= (m+ +m, i)reMd,N 4,。 由 引 理 3.1.4， 存 在 ,se R 使 得 
0#mwse4,。 于 是 ， 有 


O#mrs=(m +tm + tm, nedn 4, 
六 


这 与 假设 矛盾 。 
推论 3.1.2 令 M = OM 一 村， 4 一 肌 ( Vie7)， 则 有 4= 4= 思 4 并 
号 pe 
且 A>M 


证 明 : 由 = 园 包 及 4 一 让 得 4=@4。 于 是 ， 由 推论 3.1.1 得 4 

推论 3.1.3 令 H= 轩 川 ,有 一 申 ， 则 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(DYVie1，BmHM > M, 

(2) @ (BNM,) M, 

(3)B M, 

证 明 : 

“(1) 一 (2)": 由 推论 3.1.2 得 证 

“(2)=03)": 由 于 思 (8nM) 一 让 ， 而 且 B8 一 咎 ,由 引 理 3.1.3， 得 证 8 MM。 

“(3) 寺 (1)"; 邻 0 关 m eMM,， 由 引 理 3.1.4， 存在 reR 使 得 0#*m,reB。 但 mre 
MM,， 于 是 0 关 m,re BNM;， 因 此 条 件 (1) 成 立 。 


M, 
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习题 3.1 


1. 证 明 在 自由 Z- 模 内 ， 仅 有 一 个 平凡 子 模 0 是 小 子 模 。 
2. 证 明 Q ; 的 每 个 有 限 生成 子 模 是 小 子 模 。 

3. 证 明 引 理 3.1.3 

4. 令 4 一 8 一 省, 证 明 : 

(DB—Me B/A~ M/ANAA=—M 
(AMeATBAB—M 


3.2 加 补 与 交 补 


本 节 将 考虑 两 个 模 的 直 和 的 减弱 。 直 和 4GB = MW 由 如 下 两 个 条 件 决定 ， 
A+B=M, 4nB=0 

我 们 用 补 的 定义 来 表示 减弱 这 个 概念 

定义 3.2.1 令 4 一 几 

(1)4 一 村 叫 作 4 的 加 补 := D4 +4” =M，@M4 "是 满足 4+4”= 的 子 模 4" 中 
的 极 小 者 ,ie YB 一 M, (A+B=MAB— 4")=B=A" 

(2)4' 叫 作 4 在 以内 的 交 补 := D4n4' =0，@4' 是 满足 4n4' =0 的 子 模 4' 中 的 
极 大 者 ,ie YC 一 M, (ANC=0A4'— C)=4'=C。 

推论 3.2.1 令 4 一 让 B 一 村, 则 498=MW 所 8B 是 4 在 MW 内 的 加 补 和 交 补 。 

现在 出 现 这 样 两 个 问题 ， 所 定义 的 补 存在 吗 ? 唯一 吗 ? 在 4@B = MM 的 情形 里 (M 
和 4 固定)， 有 8 在 同 构 意义 下 一 般 是 唯一 的 。 关 于 定义 3.2.1 的 补 ， 这 个 结果 不 成 立 。 
尽管 如 此 ， 后 面 还 会 得 到 某 种 意义 下 的 唯一 性 。 

现在 考虑 补 的 存在 性 问题 。 正如 Zz 所 表明 的 ， 加 补 不 一 定 存在 。 事 实 上 , 令 n,m 
eZ ,ln, m)=1, 则 有 nZ+mZ=Z。 对 nz#0, n#+1, (n, 9) =1, 9>1=(n, 
qm) =1 而 qmZ 一 mZ 一 nZ 不 存在 加 补 

另 一 方面 ， 有 加 补 的 模 的 例子 也 有 很 多 。 如 阿 廷 模 、 半 单 模 即 是 。 与 加 补 相反 ， 
交 补 总 是 存在 的 ， 而 且 还 可 以 特殊 的 方式 找 出 来 。 

引 理 3.2.1 今 4, 8 一 让 ,并 且 4nB=0， 则 存在 4 的 交 补 4' 使 得 8 一 4'。 因 
此 ， 存 在 4' 的 交 补 4" 使 得 4 一 和 


Le 
ad"* 


证 明 : 利用 佐 恩 引 理 。 令 
T=ICI C—MAB— CAANC=0| 

由 于 Be 厂 ,， 故 厂 9。 按 子 模 的 包含 关系 "一 " 丁 构成 一 个 偏 序 集 。 因 厂 内 的 每 个 全 序 
子 集 的 并 集 仍 在 厂 内 ， 故 厂 每 个 全 序 子 集 有 上 界 。 由 佐 思 引 理 ， 在 厂 内 存在 极 大 元 
4'。 用 4' 代 替 4，4 代替 8， 则 知 存在 4' 的 交 补 4" 且 4 一 4” 

在 小 子 模 和 加 补 ， 大 子 模 和 交 补 之 间 存 在 着 重要 的 联系 。 因 此 有 以 下 两 个 引 理 。 

引 理 3.2.2 

(1U) 令 HW=4+B, 则 8 是 4 在 W 内 的 加 补 4nB8 一 有 

(2) 如 果 4 是 4 在 省 内 的 加 补 ,47 是 和 在 内 的 加 补 ， 则 4 也 是 4 在 内 的 
加 补 。 

(3) 如 果 和 4 是 4 在 计 内 的 加 补 ， 4” 是 4 在 洲 内 的 加 补 且 本 一 4， 则 有 4/4” 一 
M/A” 

证 明 : 

(D) "二 ": 令 U 一 8 满足 4nB) +U=B- 则 M=4+B=A+(ANB) +U=A+U, 
由 于 有 是 4 的 加 补 ， 故 U=B， 从 而 4nB 一 8 

“=": 令 H=4+U U 一 8, 则 8B=(4nB) +U- 由 于 4nB8 一 B, 故 B=U。 因 
此 , 8 是 4 在 尹 内 的 加 补 

(2) 由 假设 ， 有 上 届 =4” + 本 ， 令 内 一 本 且 W =4 +U, 则 有 4 =(n4)+U。 
由 于 机 =A+4" ,我 们 得 机 =4+ (4 4 ) +U。 由 4n4 一 全 知 ,人 nd 一 M。 于 
是 得 MW=4+U- 由 于 汪 是 4 的 加 补 , U 一 4 故 4 =U 因此 是 4 在 必 内 的 
加 补 

(3) 令 (4 ) + =M/A”， 且 和 一 U 一 村 则 4+U= 肝 ,由 于 MM=A” + 本 ， 
4“ 一 U， 进一步 地 ， 有 U=4”+(4“ 0U)。 因此 , W=4+U=4+4” +(4 muU)。 由 
于 4 是 4 的 加 补 ,于 是 有 4 NU=4 。 因 此 4 一 4 从 而 推 得 W =4”+4 一 一 
MM。 所 以 有 UVU=M， 即 U/4”=M/4”， 此 即 为 所 证 

现在 来 看 它 的 对 偶 。 

引 理 3.2.3 

(1) 令 4 和 8B8 是 必 的 子 模 , 且 4nB=0， 则 有 : 有 是 4 在 W 内 的 交 补 呈 (4+B)/ 
有 MALB。 

(2) 如 果 4' 是 4 在 以 内 的 交 补 ， 则 4' 也 是 4 在 汕 内 的 交 补 

(3) 如 果 4' 是 4 在 届 内 的 交 补 ， 4" 是 4 在 表 内 的 交 补 ， 且 4 一 4"， 则 有 4 一 4"。 

证 明 : 

(1)*=3": 邻 (4+B)A[ BN(UAB)]=0 且 8 一 UU 一 则 有 (4+8)NU=B。 因 
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此 , 有 4nu 一 8- 于 是 4nU 一 4nB- 由 于 8 是 4 的 交 补 ， 有 4nB=0。 所 以 也 有 4 
NU=0。 又 由 于 8 一 0 B8 是 4 的 交 补 =B=U， 从 而 UKB=B/B=0， 此 即 说 明 (4 + 
B)/B M/B 

“eo 令 4nU=0, 且 B 一 U 一 MM 邻 xe(4+B)NU, 则 x=a+b=u, 其 中 ae 
4, beB, ueU. 因此 , 有 a=u-beANU。 所 以 a=0, x*=beB。 于 是 (4+B)NU= 
B。 从 而 i (4+B8)/B]N(U/B) =0。 由 于 (4+B8)/B 一 M/B， 故 ULB =0， 即 是 说 B=U 
成 立 。 因 此 ,8 是 4 在 以 内 的 交 补 

(2) 由 假设 ， 有 4"N4'=0。 令 4 导 UU 一 以 且 4"NU=0。 由 (4"+4')/4" 一 M/A" 得 
各 +4 JU( 由 引 理 3.2.3)- 令 xe(4"+4)Nn(4NU0), 则 xz=o+a=a=u 其 中 
a"eA",a'eA', aeA, uel, 于 是 有 a”=u-a'eA"NU=0, 故 a"=0。 从 而 x*=a'= 
aeA'N4=0。 因 此 有 (4"+4') (4nU) =0。 由 于 如 +4 有， 故 ANU=0。 因 为 4' 
是 4 的 交 补 ,4 一 U， 故 4'=U， 此 即 为 所 证 

(3) 令 U 一 4 满足 4NU=0, 对 xeAN(4'+U), 有 x*=a=a’+u， 其 中 aeh， 
a'e4',， ueU， 因此 推 得 a-u=a'eA4"n4’=0。 因 此 x=a=ueANU=0。 故 有 ANn 
(4'+40U) =0。 从 而 4 +U 于 是 U 一 A'， 又 因 U 一 4", 故 U 一 4"n4'=0， 从 而 
Us0。 于 是 4 4 


1. 令 4 一 有 一 让 证明 : 

(1) 令 4 是 4 在 骨 内 的 加 补 ， 则 对 7 一 M: 7 一 HH=Tn4 一 4。 

(2) 令 4 是 4 在 及 内 的 交 补 ， 则 对 7 一 MM: TH 一 (T+4 DLA M/A'。 

2. 邻 4 和 B 是 必 的 子 模 ， 

(1) 证 明 ; 4+B=HWA4nB 一 8 二 8 是 4 在 用 内 的 加 补 。 

(2) 证 明 : 4nB=0A(4+B)XB 一 MB 一 B 是 4 在 M 内 的 交 补 。 

3. 证 明 : 

(1) 令 R 是 交换 环 , 4 一 Re, 全 是 4 在 尺 内 的 加 补 ， 则 习 B8 一 4 具有 性 质 4 @B = 


(2) 如 果 尺 是 整 环 ， 4 一 Re 有 加 补 ， 则 4 一 有 


和 


借 论 


a 


3.3 ”内 射 模 与 投射 模 的 定义 及 其 简单 性 质 


定理 3.3.1 
(1) 对 于 模 Oe， 下 列 命题 是 等 价 的 : 
人 每 个 单 同 态 
《0 一 8 
分 裂 (ie. Im(Z) 是 B 的 直 和 项 ) 
回 对 每 个 单 同 态 a: 4 一 8 及 同 态 p: 4 一 0， 存 在 一 个 同 态 x: 8 一 Q 使 得 p = ka。 
图 对 每 个 单 同 态 a: 4 一 B， 
Hom(@a, 10): Homa(B，O) 一 Homs(4，O)y 一 loya =ya 
是 满 同 态 。 
(2) 对 模 P。， 下 列 命题 是 等 价 的 : 
每 个 满 同 态 7: B 一 P 分裂 (ie Ker(2) 是 8B 的 直 和 项 ) 
加 对 每 个 满 同 态 B: 8 一 C， 和 每 个 同 态 少 : P 一 C， 卫 一 个 同 态 人 : P 一 B， 使 得 y = 
BA。， 
图 对 每 个 满 同 态 B: B 一 C， 
Hom(1,, B): Homs(P，B) 一 Homs(P，C)y 一 Byly =By 
是 一 个 满 同 态 。 
定理 3.3.1(1) 中 的 @ 如 图 3.1 所 示 ,， gp = ka 


Hb 
"| 一 一 
2 
图 3.1 
定理 3.3.1(2) 中 的 @ 如 图 3.2 所 示 : 


2 
B Cv= bp) 
图 3.2 


证 明 : 
(1)*@=@": 令 N=(0@B)/U, 此 处 U=1($(a)，-a(a))1aeA|。 显然， 
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VU 是 一 个 子 模 ，N 是 模 0@B 的 商 模 。 令 
w: 0amm(m, 0) eN, B: Babm(0, b)eN, 


图 3.3 
下 面 证 明 w 是 单 的 。 设 (m) =(m, 0) =0， 则 存在 ae 4 使 得 (m, 0) = (g(a)， 
-a(a))。 于 是 a(a) =0。 因 a 是 单 的 , 故 a=0。 于 是 m=gp(a) =0， 即 少 是 单 的 。 
由 于 Im(w) 是 让 的 直 和 项 ， 故 可 设 N=Im(y)@No。 因 此 ,y 诱导 同 构 映射 yo: 0 一 
Im(W)。 令 7: NIm( 风 ) 是 N=Im(w)@N 到 Im( 消 ) 的 投影 映射 ， 再 令 k =wo'mB。 


则 有 


ka(a) = npBa(a) = mpp(a) = (pla), 0) =p(a)。 
即 p=wa 
“加 =(D": 由 假设 ，3x: 8B 一 0， 使 图 3.4 交换 ,ie 有 1。 = 必 。 因 此 * 分 裂 (由 
推论 1.6.3 可 得 ) 


"J “EN 
ee 


图 3.4 
“加 = 加" : 根据 Hom(a，1lv ) 的 定义 ， 四 是 @ 的 等 价 形式 。 
(2)"D=2D"; 令 4=1(b, p)1beBApePAB(b) =y(p)|。 则 4A 是 R- 模 。 令 
p: 4a(0， pmpeP a: A3(b, p)m beB, 则 pg，a 是 同 态 映射 且 ywp=Ba， 即 图 
3.5 是 交换 的 


Pp 

中 | 
2 > 
图 3.5 


任 peP， 则 因 B 是 满 的 ， 故 3beB8 使 得 B(b) =y(p)。 于 是 有 (6b， eA 因此 ， 
p(tb,，p) =p， 即 wp 是 满 的 。 由 OD 知 Ker(w) 是 4 的 直 和 项 ， 即 4=Ker(go)。 由 于 op 是 
满 的 ， 故 po =p1 ,也 是 满 的 。 令 :4o 一 4 是 包含 映射 则 令 和 =aips'， 有 

BA(p) =Baiww (p) =Yp.po ' (p) = (p) 
即 少 =BA 


人 
证 


“加 = 一”: 由 假设 ，3A: P 一 8， 使 图 3.6 交换 - 
P 
2 1 
2 
图 3.6 
ie 有 1。=LA。 因 此 由 推论 1.6.3 知 7 分 像 
“@=@”: 等 价 变形 
定义 3.3.1 
(1) 满 足 定理 3.3. 1 中 (1) 的 条 件 的 模 0 叫 作 内 射 R- 模 
(2) 满 足 定理 3.3.1 中 (2) 的 条 件 的 模 Px 叫 作 投射 ~- 模 
推论 3.3.1 
(1)Q 是 内 射 模 ， 并 且 O 关 4 一 4 也 是 内 射 模 
(2)P 是 投射 模 ， 并且 PC 一 C 也 是 投射 借 
定理 3.3.2 
(1) 令 Q= 1?.. 则 有 : 0 是 内 射 模 sc Vie /1(0, 是 内 射 的 ) 
(2) 令 P= 日 忆 或 P= @P， 则 有 : P 是 投射 模 e>Viel(P, 是 投射 的 ) 
证 明 : 
(1) 一 ": 令 0 是 内 射 的 。 设 a: ep: 4OUeJ) 是 同 态 , 对 oa、 
、p， 则 由 假设 对 应 一 个 w: 8 一 0， 7 满足 = ka 的 所 求 同 
态 为 k=Tnw。 这 是 因为 : p=1op=(mon)p=n (one) = (mw)a= ka 


一 有 是 单 同 态 ， 
得 


mp = wa， 则 图 3. 


图 3.7 
“c=”: 今 单 同 态 a: 4 一 8 和 同 态 映 射 p: 4 一 4 已 知 、 对 每 个 me， 则 3x, 使 得 
Tip=kias 由 定理 2.1.1， 了 kx: B 一 0 使 «= 
=Tik 有 Tp =Tika。 由 定理 2.1.1( 唯 -性 )， 可 知 w = ka 
(2) 定 理 3.3. 2 中 的 (2) 的 证 明 留 给 读者 


,Kk。 因 此 断言 p=xas 由 mep=ka 及 Ai 


2 


个 


人 
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习题 3.3 


1. 证 明定 理 3.3.2 中 的 (2) 


3.4 投 射 模 


在 本 节 里 ， 将 对 投射 模 做 进一步 的 刻画 。 

定理 3. 4.1 ”一 个 模 是 投射 的 之 它 同 构 于 自由 模 的 直 和 项 。 

证 明 : 由 定理 3. 4.1， 每 个 自由 模 是 投射 的 。 由 上 节 3.3， 同 构 于 自由 模 的 直 和 项 
的 模 也 是 投射 的 。 为 证 其 逆 ， 设 P 是 一 个 投射 模 , 令 Y: FP 是 自由 模 玉 到 P 上 的 满 
同 态 。 因 P 是 投射 模 ， 故 7 分裂 ，F = Ker(2)@@F。。 于 是 F 同 构 于 P。 

对 于 这 个 定理 ,没有 关于 内 射 模 的 对 偶 定理 。 由 这 个 定理 ， 投 射 模 的 理论 就 简化 
为 自由 模 及 它 的 直 和 项 的 性 质问 题 。 众 所 周知 ， 由 于 每 个 自由 Z- 模 的 子 模 仍 是 自由 
的 ,于 是 得 到 以 下 推论 

推论 3.4.1 每 个 投射 Z- 模 是 自由 的 

对 于 投射 模 的 研究 ， 一 个 重要 的 引 理 就 是 对 偶 基 原理 ， 它 在 投射 模 理论 中 的 地 位 
类 似 于 基 在 自由 模 理论 中 所 处 的 地 位 

定理 3.4.2 (对 偶 基 引 理 ) 下 列 性 质 是 等 价 的 : 

(UP 是 投射 的 

(2) 对 于 P 在 R 上 的 每 个 生成 元 集 |y, 1 ie 媳 ,， 则 习 P”= Homs(P，R) 的 子 集 
(pul iel) 满 足 : 

山 YpeP， 仅 对 有 限 多 个 is/ 成 立 w(P) #0。 

QypeP, [p= 二 ye(p)] 

(3) 存 在 子 集 (y, 1ie1 meP) 和 (mwlis1，pieP) 使 D 与 @ 成 立 。 

证 明 : 

“(1) 二 (2)": 如 2.4 内 所 建立 的 ， 存 在 一 个 自由 只- 模 忆 ， 具 有 基 |1x, 1 ie1| 和 满 
同 态 Y: /一 P 使 5(x) =y， 令 


m: Fa Brrr eR, je 


他 ， 
a 


(此 处 置 =0， 当 不 在 袜 wr 内 出 现时 ) , 则 当 a = 允 xsr seF 且 ax0 时 ， 对 某 个 
jel, m(a)#0, 并 a= $5 xmi(o) 

由 于 P 是 投射 的 ,存在 A: P 一 F， 使 得 1 =ZA。 定义 w, = 了 A，ie1， 则 有 we 
P*' ,对 peP， 有 yp,(p) = 和 riA(P) 关 0。 只 对 有 限 多 个 ;成 立 . 进一步 地 ，VPeP, p= 
CA(p) = 二 xm(A(P))) = DBE) nA(p) = Dp,(p), 因此 , (1) 与 (2) 
成 立 。 

“(2) 一 (3)": 显然 。 

“(3) 二 (1D)": 由 (2)，(%1ie/) 是 P 的 生成 元 集 , 今 令 Y;: PP 是 如 同 "(1) 一 
(2)" 证 明 中 定义 的 满 同 态 。 进 一 步 令 7: P 一 P, 7(p) = x%p,(p)， 则 7 是 映射 ， 这 


有 


tr(p)=¢( Explp))= Fro(p) =p 
因此 lp =gr。 ie 分 裂 。 由 定理 3.4.1， 忆 是 投射 的 


习题 3. 4 


1. 令 0 关 e 关 1 是 环 R 的 中 心 的 里 等 元 (e =e)， 证 明 ， 右 R- 模 eR 是 投射 的 ， 但 不 
是 自由 的 。 

2. 令 B: P 一 M 与 B,: PM 是 满 同 态 ，P, ，P, 是 投射 模 ,证 明 : 

POKer(B,) SP,OKer(B,) 

3. 令 及 是 具有 商 域 人 K 关 R 的 整 环 ， 证明: 

(1) Homa( K, R) #0, 

(2)Kx 不 是 投射 的 。 

(3) 如 果 投射 模 P, 具有 有 限 生 成 大 子 模 ， 则 P 本 身 是 有 限 生成 的 

(4) 每 个 投射 理想 (作为 R- 模 ) 是 有 限 生成 的 。 提 示 : 对 题 (3 ) 使 用 对 偶 基 原理 。 


3.5 内 射 模 


一 般 地 ， 用 * 内 部 "性 质 刻画 内 射 模 的 特征 是 不 可 能 像 投射 模 的 情形 中 那样 简单 。 


的 
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但 对 R=Z， 这 样 的 特征 还 是 存在 的 。 这 对 任意 环 R 是 很 有 意义 的 ， 事实 上 ， 可 用 它 来 
证 明 内 部 扩张 的 存在 性 。 

定理 3.5.1 一 个 Z- 模 (i. e. 阿 贝尔 群 ) 是 内 射 的 当 且 仅 当 它 是 可 除 的 。 

证 明 : 令 D; 是 可 除 的 ， 则 由 定理 2.5.2 知 ,D 是 内 射 的 , 今 令 Qz 是 内 射 的 ， 令 
go eQ0,0zzo eZ ， 如 果 考 虑 同 态 ， 如 图 3.8 所 示 ， 此 处 的 ; 是 包含 映射 ，w 的 定义 是 : 
e(a) =% .由 于 @ 是 内 射 的 ， 故 存在 x, 使 p= Ki。 因此 有 kx(1)z =x(1.z) = 
k(a) =(ki)(a) =ep(a) =qo。 由 于 goeQ 是 任意 的 ,于 是 0,=Q,ie.0 是 可 除 的 。 


z02 i 了 
少 一 一 
图 3.8 


现在 仍 令 有 R 是 任意 一 个 环 - 由 于 每 个 模 是 自由 及- 模 的 满 同 态 像 ， 而 每 个 自由 及- 
模 均 是 投射 的 ， 所 以 每 个 模 是 投射 尺 - 模 的 满 同 态 像 。 现 在 考虑 它 的 对 偶 问 题 ， 希 望 证 
明 每 个 模 可 单一 地 映 人 内 射 模 内 

引 理 3.5.1 如 果 D 是 可 除 的 (i.e. 内 射 的 )Z- 模 , 则 Homz (R，D) 是 内 射 右 
RR- 模 

证 明 : 令 a: 4 一 B 是 一 个 R- 单 同 态 , p: 4 一 Homz (R, D) 是 一 个 R- 同 态 , 令 
0 是 如 下 定义 的 一 个 Z- 同 态 

or: Homz(R，D) sa/ 一 /ID) eD, 
则 考虑 图 3.9 


Homz wm rt 
0 


图 3.9 
如 果 只 把 a，w 看 作 Z- 同 态 ， 则 因 D 是 内 射 的 ， 存 在 一 个 Z- 同 态 7: B 一 D, 使 得 
今 令 k: B 一 Hom.(R，D) 有 如 下 定义 : 
«(b)(r) =7(br), beB, reR, 
则 对 固定 的 he 8， 显然 x(5) se Homz (R, D), 有 
«(bn)(r) =7(bnr) =«x(b) (nr) = (x(b)n )r 
Le k(br) =k(b)r， 因此，x 是 一 个 R- 同 态 ， 所 以 有 


op =Ta 


~ 


他 
2 


ka(a)r =r(a(a)r) =r(a(ar)) =ra(ar) =oel(ar) 
=e(ar)(1) =(e(a)r)(1) =p(a) (7r) 

所 以 ka =ep。 

定理 3.5.2 每 个 模 都 可 以 谋 入 到 一 个 内 射 模 中 。 换言之 ， 存 在 从 这 个 模 到 某 个 内 
射 模 的 单 同 态 。 

证 明 : 令 j 员 in 已 知 由 定理 2.5.1， 存 在 Z- 单 同 态 上 : M 一 D(D 是 可 除 阿 贝尔 
群 )。 由 引 理 3. 5.1，Homz (R，D) 是 内 射 R- 模 。 若 令 

p: M—Hom; (R, D), 
plm)(r) =p(mr), meM, reR; 

则 p 显然 是 一 个 RR- 同 态 。 由 于 是 单 的 ， 故 p 是 单 同 态 

推论 3.5.1 0 是 内 射 的 二 0u 同 构 于 形 如 Hom (R，D) 的 模 的 一 个 直 和 项 ， 这 里 
D 是 可 除 阿 贝尔 群 

证 明 请 读者 自己 完成 。 

推论 3.5.1 可 看 作 是 内 射 模 的 ”内 部 特征 ” 

推论 3. 5.2 每 个 模 是 内 射 模 的 子 模 

下 面 把 它 的 证 明 陈 述 为 一 个 独立 的 引 理 

引 理 3.5.2 令 p: Mn 一 N 是 一 个 单 同 态 ， 则 存在 一 个 模 入 ' 使 灶 一 NN' 和 存在 一 个 
同 构 r: N' 一 N, 使 p=7i， 此 处 i 是 必 到 NN' 内 的 包含 映射 

证 明 : 令 忆 是 这 样 一 个 集 ， 其 基数 与 p(W) 在 N 内 的 补 集 N\ p(W) 的 基数 相同 ， 
且 DnMH=y。 令 B: D 一 N\Vp(H) 是 一 个 单 射 ， 则 定义 一 个 集 N' =WUD， 令 7: N' 一 N 
是 以 如 下 形式 定义 的 双 射 : 


T(m) =p(m), meM; 
7(d) =B(d). deD 
为 使 N' 成 一 个 含有 M 的 R- 模 和 使 7 成 一 个 R- 模 同 态 ， 置 
x+y=7 "(7(x) +7(7)), x, yeN'; 
xr=7 "(7(x)r), reR 
则 马上 看 出 ， 所 有 的 结论 均 成 立 。 
由 于 Homz (R，D) 和 同 构 于 它 的 模 N' 均 是 内 射 的 推论 3. 5.2 由 引 理 3. 5. 2 得 出 。 


习题 3.5 


1. 在 Z- 模 族 中 证 明 : 
(1) 如 果 P 是 投射 的 (i. e: 自由 的 ), 且 4 和 B 是 P 的 两 个 直 和 项 ， 则 ANB 也 是 P 
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的 直 和 项 。 

(2) 如 果 Q 是 内 射 的 (i. e. 可 除 的 )， 且 4，B 是 @ 的 两 个 直 和 项 , 则 4 + 有 8 也 是 @ 
的 直 和 项 - 

2. 证 明 : 模 P 是 投射 的 当 且 仅 当 对 每 个 满 同 态 B: 0 一 C(Q 是 内 射 的 ) 和 对 每 个 同 
态 p: PC， 存 在 一 个 同 态 p'; P 一 0, 使 p=pBp'。 


3.6 内 射 包 与 投射 盖 


现在 已 经 看 见 ， 每 个 模 既 可 以 单一 地 映 人 一 个 内 射 模 内 ， 又 是 一 个 投射 模 的 同 态 
像 。 现在 提出 这 样 一 个 问题 ， 是 否 在 某 种 情况 下 ， 存 在 这 样 的 最 小 子 模 。 
定义 3.6.1 今 和 已 知 : 
(1) 一 个 单 同 态 mn: WM 一 8 叫 作 的 内 射 包 :< 0 是 内 射 的 ， 且 是 大 单 同 态 。 
(2) 一 个 满 同 态 Y:， PP 一 叫 作 必 的 投射 盖 :全 P 是 投射 的 且 Y 是 小 满 同 态 。 
如 果 m: M 一 0 是 内 射 包 ， 那 么 在 不 引起 误解 的 情况 下 ， 简 单 地 把 @ 叫 作 MW 的 内 射 
包 ， 而 不 写 出 了 ， 同 样 对 投射 盖 也 这 样 的 理解 
有 了 这 个 解释 ， 记 出 的 内 射 包 为 /CN) ，W 的 投射 盖 为 P(W) 。 然 而 ， 我 们 指出 
7M) 和 P(M) 在 同 构 定义 下 是 唯一 确定 的 
例子 ; Z, 一 一 0; 是 Z; 的 内 射 包 ， 这 里 的 0 是 有 理 数 域 。 因 为 ;是 单 同 态 ，Qz 是 
内 射 的 ， 由 引 理 3. 1.4，Z; 是 0; 的 大 子 模 
推论 3.6.1 
(1) 如 果 久 : 导 一 0,(i=1，2,，…,n) 是 员 的 内 射 包 ， 则 
@n: OM Oo 0 
是 久 M 的 内 射 包 
(2) 如 果 &: P 一 M(i=1，,，2,，…,n) 是 MM, 的 投射 盖 ， 则 
Yr': OP — RM, 
是 入 MM, 的 投射 基 
证 明 请 读者 自己 完成 


现在 的 问题 是 ,内 射 包 和 投射 盖 的 存在 性 和 唯一 性 。 这 可 以 从 唯一 性 人 手 ， 下 面 
证 明 较 一 般 的 结果 
定理 3.6.1 


(人) 令 p: 机 一 MM, 是 一 个 同 构 ，m: MM 一 0, 是 一 个 内 射 包 , 7,: MM, 一 0, 是 一 个 


i 


人 
人 


单 同 态 ，0, 是 内 射 的 ， 那 么 存在 一 个 分 裂 单 同 态 少 : Q@, 一 Q@; 使 得 图 3. 10 是 交换 的 ， 


Mi 9 AM 
叫 妨 
[0 Qi 
图 3.10 
而 且 


n: Mamo mm) elm(y) 
是 M, 的 内 射 包 ,7, 是 MM, 的 内 射 包 司 沙 是 一 个 同 构 


(2) 令 p: MM 一 M, 是 一 个 同 构 ，V,: P, 一 MM, 是 一 个 满 同 态 ， 忆 是 投射 的 ， 令 已 : 
P, 一 M, 是 投射 盖 ， 则 存在 一 个 分 裂 满 同 态 


yw: Pi—P, 
使 得 图 3. 11 是 交换 的 。 
P 2 
= 
图 3.11 
如 果 P= Ker(w)@P,( 注 意 : PoP/Ker(w)) ,C= 1 是 MM 的 投射 盖 ， 是 
MM 的 投射 盖 = 汪 是 同 构 
证 明 : 


(1) 由 于 Qz 是 内 射 的 ， 故 存在 少 使 得 图 3. 12 交换 


Mi se 
4 
? 多 
| 
0, 


图 3.12 

由 于 mp =wm 是 同 态 ， 故 Ker( 水 ) NIm(h) =0。 由 于 Im(m) 是 0, 的 大 子 模 ， 因 
此 Ker(%) =0，ie 少 是 单 同 态 。 由 于 0, 是 内 射 的 ， 故 消 是 分 裂 的 。 所 以 Im( 风 ) 是 内 
射 的 。 


由 于 Im(m) 一 Im( 消 )， 故 永 的 定义 是 有 意义 的 , 亢 及 次 是 单 的 ， 并 且 
Cod( 训 ) = Im( 消 ) 是 内 射 的 。 剩 下 的 是 证 明 Im( 永 ) =Im(n,) Im(w)。 令 


: 0,39T 9) elm(y) 
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则 立 是 同 构 , 因而 有 
Dn (M) =p(M) =h(M) 
由 于 (MM,) 一 0,， 于 是 由 引 理 3.1.3 的 (3)(p = 少 ”) 知 市 (M) 一 Cod( 六 ) =Im(w)。 
如 果 才 , 是 册 的 内 射 包 , 则 Im() 0;,。 由 于 Im(7,) 一 Im(w), 于 是 有 
Im( 消 ) 一 0;， 然 而 ,由 于 Im( 业 ) 是 0; 的 直 和 项 ， 因 此 唯一 的 可 能 就 是 Im(w) = Q:， 
i e. 业 是 同 构 的 。 反之 ， 如 果 少 是 同 构 ， 则 n= 访 。 因 此 ，”n, 是 MM 的 内 射 包 。 
(2) 由 于 P, 是 投射 的 ， 故 存在 少 使 得 图 3. 13 是 交换 的 。 


PE 
图 3.13 
=( 沙 是 满 同 态 ， 故 有 Im(wW) + Ker(Z;) =P,。 因 为 Ker( 如 ) 一 户 ， 所 以 
Im(w) =P, 少 是 满 同 态 。 由 于 P, 是 投射 的 ， 故 风 分 列 ， 从 而 P, = Ker(w)@Po。 
于 是 P, 居 PAKer(w) 是 投射 的 
由 于 Ker(W) 一 Ker(51) , 避 : =4 1 是 满 同 态 。 由 于 记 是 投射 的 ， 因 此 剩 下 要 证 
明 的 是 Ker(6) 一 Pi 令 


V: Psp wlp) eP, 
则 阔 是 同 构 ， 由 于 p=63WW， yp 与 少 均 是 同 构 ， 故 有 Ker( 始 ) = 由"'(Ker(#，))。 因 为 
Ker() 一 PP， 由 引 理 3.1.1 的 (3)，Ker(@) 一 1(P,) =Po。 

如 果 & 是 Ji 的 投射 盖 ， 则 Ker(1) 一 P, 成 立 。 由 于 Ker(w) 一 Ker( 灵 )， 于 是 
Ker( 光 ) 一 PP 然而 ,由 于 Ker(w) 是 P, 的 直 和 项 ， 因 此 唯一 的 可 能 就 是 Ker(w) =0， 
ie. 峭 是 一 个 同 构 ， 反之， 如 果 少 是 同 构 ， 则 如 = 各， 因此 忆 是 Wi, 的 投射 盖 。 

由 定理 3.6.1， 在 同 构 意义 下 ， 内 射 包 和 投射 盖 是 唯一 的 。 例 如 ， 在 内 射 的 情况 
下 置 W = = 机 ,p=1w， 则 ,是 届 的 内 射 包 当 且 仅 当 yw 是 同 构 。 

现在 考虑 投射 盖 与 内 射 包 的 存在 问题 。 然 而 一 以 后 就 会 看 到 一 对 每 个 模 存在 
内 射 包 ， 对 偶 的 命题 却 不 成 立 ， 即 是 说 存在 这 样 的 模 ， 其 投射 盖 不 存在 。 例 如 ,没有 

-个 其 自身 不 是 投射 的 Z- 异 有 投射 盖 。 因 为 就 像 3.1 节 所 并 述 的 ， 自 由 Z- 模 的 唯一 
小 子 模 就 是 零 子 模 
因此 ， 出 现 了 这 样 有 趣 的 问题 ， 对 于 具 何 种 特征 的 环 尽 ， 每 个 R- 模 有 投射 盖 ? 可 


-ss 国 


,oN 
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以 证 明 ; 每 个 右 尺 - 模 都 有 投射 盖 ， 其 充 要 条 件 是 尺 的 左 理想 之 集 满足 极 小 条 件 ( 见 参 
考 文献 [1] 第 315 页 ) 
定理 3.6.2 每 个 模 有 内 射 包 ， 更 确切 地 ， 和 如果: W 一 @O 是 模 录 到 0 内 射 模 的 单 
同 态 ，Im(j)" 是 Im(p) 在 Q 内 的 交 补 的 交 补 且 Im(pg) Im(p)"， 则 
应 : MIm(p)" 
应 : 应 严 ) =p(m) ，Y me 及，(j 的 象 域 限制 在 Im(p)" 上 )， 是 届 的 内 射 包 
证 明 : 令 4=Im(p)。 如 在 引 理 3.2.3(3) 证 明 的 4 一 4” 剩 下 要 证 明 的 是 4" 为 内 
射 的 ， 为 此 ， 要 证 明 4" 是 0 的 直 和 项 。 由 于 0 是 内 射 的 ， 由 定理 3.3. 1, 小 亦 然 ， 考 
虑 图 3. 14， 此 处 的 是 包含 映射 
A"@A' i -0 
中 7 
Q/4'@0/4" 
图 3.14 
为 定义 和 有 ， 记 OA4' 四 OA 的 元 素 以 序 对 的 形式 ， 于 是 对 m+oe4"@4 ， 令 


Bla’+ta’)=(a" ta +A, a ta’ +A")=(a"+4', a' +A"). 


a(q) = (q+A', q+4") 

于 是 ,图 3. 14 是 交换 的 ，i. e. 因此 有 B=ai， 此 由 Im(B) 一 Im(a) 即 得 证 由 于 4"n 
4A'=0， 故 a 和 8B 是 单 同 态 。 因 为 0 是 内 射 的 ，a 是 单 同 态 ， 故 a 分裂 

我 们 断言 Im(B) 一 0/4@0/4” 因为 由 引 理 3.2.3 知 ，( 入 +4')/4'" 0/4' 与 
(入 +4)A Q/4"。 于 是 由 推论 3. 1. 1， 断 言 成 立 

由 于 Im(B) 一 Im(a)， 则 Im(a) 一 0/4'@0/4"。 由 于 a 分 次 ,因此 Im(a) = 0Q/4' 
外 0/4", i.e.a 是 一 个 同 构 。 对 任意 一 个 ge Q，3geQ, 使 (yg +4A', 0+4")=(g+ 
各， +4)。 因 此 ,qeA"， ge4"+4'， 所 以 4*+4'=0% 

现在 来 总 结 一 下 是 如 何 得 到 模 Wu 的 内 射 包 的 : 

(1) 将 届 作 为 阿 贝尔 群 同 构 译 入 可 除 群 D 内 

(2) 作 嵌入 映射 六 : Me 一 Homz (RR，D)。， 此 处 模 Homz (RR，D)。 是 内 射 的 。 

(3) 令 Im(p)" 为 Im(j) 在 Hom; (RD)。 的 交 补 的 交 补 ， 且 Im(p) 一 Im(p)"， 则 
应 有 3mmp(m) eIm(j)" 是 内 射 包 

显然 ， 由 于 这 个 复杂 的 构造 ， 利 用 机 的 性 质 推测 Wi 的 内 射 包 几 乎 是 没什么 希望 
的 。 由 好 到 它 的 内 射 包 ，W 的 哪些 性 质 要 保留 ， 哪 些 性 质 坎 ， 这 是 很 有 趣 的 问题 ， 
人 们 已 从 各 种 不 同 的 观点 和 假设 进行 探讨 

内 射 包 ， 作 为 “ 极 小 的 内 射 扩张 也 可 以 刻画 为 极 大 的 本 质 扩张 ” 
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定义 3.6.2 令 a: 4 一 B 是 一 个 单 同 态 。 

(1)a 叫 作 4 的 大 扩张 (或 本 质 扩张 ) := Im(a) 一 B。 

(2)a 叫 作 4 的 极 大 扩张 (或 极 大 本 质 扩张 ) :> Im(a) 是 4 的 大 扩张 且 B 的 每 个 大 
扩张 是 同 构 的 。 

定理 3.6.3 令 y: M 一 W 是 一 个 单 同 态 , 则 有 : y 是 刷 的 极 大 本 质 扩张 当 且 仅 当 
yY 是 哮 的 内 射 包 

证 明 : 令 n: M0 是 的 一 个 内 射 包 ,由 于 @ 是 内 射 的 ， 故 存在 w 使 图 3. 15 
交换 。 


图 3.15 
由 于 Im(y) 盖 存 ，Im(y) mKer(p) =0， 因 此 有 Ker(p) =0。i. e.g 是 一 个 单 同 态 。 
由 于 Im(7) 一 Im(e)，Im(7) 0 故 有 Im(p) 一 0。 今 令 y 是 一 个 极 大 本 质 扩张 ， 则 
Pp 是 一 个 同 构 。 因 此 ，y 是 一 个 内 射 包 
反之 ， 每 个 内 射 包 是 极 大 本 质 扩张 。 事 实 上 ， 每 个 单 同 态 a: 0 一 8( 0 是 内 射 模 ) 
是 分 裂 的 且 其 真 直 和 项 在 含有 它们 的 模 中 不 是 大 子 模 。 


习题 3.6 


1. 用 MM) 表示 导 的 内 射 包 生 MM 一 1( MM)， 

(1) 证 明 : 对 YmeM， 满足 pg(m) =m 的 /MM) 的 自 同 态 w 是 同 构 。 

(2) 证 明 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

OD 对 Vme MM， 满足 p(m) = 严 的 区 1) 的 每 个 自 同 态 是 人 (W) 的 恒 等 映射 。 

DHoma( IM)/M, 1(M)) =0。 

2. 证 明 : 如 果 0,，0Q, 是 内 射 的 ,po,: 0, 一 0,， ps: 0; 一 0, 是 单 同 态 ， 则 有 : 
1 宕 0; ,提示 : 不 失 一 般 性 ， 可 假设 0, 一 0 p: 01 一 0,， ps 是 包含 映射 。 令 0, = 
0,@4, 则 令 

B=A+tp (A) +pr(A) + (A) + 
令 5C 是 BEn0 =A(B8) 在 习 中 的 内 射 包 ， 利 用 同 态 Ba 心 和 (0) eC 可 证 4@C2C。 
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3.7 贝尔 判别 准则 


为 确定 一 个 模 0 是 否 为 内 射 的 ， 需 要 验证 对 每 个 单 同 态 a: 4 一 8 和 每 个 同 态 p: 
4 一 0， 是 否 存 在 同 态 x: 8 一 0 使 得 p = ka。 这 就 提出 一 个 问题 ， 能 否 限制 一 下 “验证 
单 同 态 " 的 范围 。 事 实 上 ， 这 是 可 能 的 。 

定理 3.7.1 (贝尔 判别 准则 ) 模 Ox 是 内 射 的 全 对 每 个 右 理想 U 一 Re 和 对 每 个 同 
态 p: U 一 0， 存 在 一 个 同 态 7: Ri 一 0 使 p=7i， 此 处 i 是 U 到 R 内 的 包含 映射 。 

证 明 : 条 件 的 必要 性 是 显然 的 ， 充 分 性 的 证 明 分 两 步 进行 

第 一 步 : 设 a: 4 一 B 是 单 同 态 , pe Homn(4, 0),。 令 CB 有 Im(a) 一 C,y: 
C 一 0 且 p(o) =ya(a), Vaed, 

断言 : 3C, 一 8 且 C 一 CC 和 7 CI 一 0, 1c=y， 因 此 也 有 wp(a) =yia(a)。 

为 证 这 个 断言 , 令 beB, bsC， 置 C=C+bR。 如 果 有 CMbR =0， 则 可 立即 将 y 
平凡 地 拓 广 到 C, 上 ， 困 难 的 是 有 情形 CNbR0。 令 

U=|ul ueRMAbueCl, 

则 上 U 显 然 是 R 的 一 个 右 理想 


¢: Uasum bueC 
是 一 个 RR- 同 态 。 令 p=XW， 则 有 p: U 一 0， 由 假设 存在 7: R 一 0。 使 得 p = Ti， 即 图 
3.16 是 交换 的 。 


图 3.16 
今 定义 x: C1 一 0， 
ys: CtbRacthre y(e) +r(r) el 
为 证 y, 是 定义 良好 的 , 令 c+br=c+br, c, cieC,r, neR, 则 
c-e =b(n-r)eCNbRar -nn Ua rn) =7(r-n) 
=y(e-e) =y(b(n -7)) = 7) =7(n -7) 


一 y(c) +7(r) =Y(c) +7(n) 


家 


全 


第 3 章 内 射 模 与 投射 模 A 


由 于 y 和 7 是 R- 同 态 , 故 m 也 是 尺 - 同 态 。 由 的 定义 , n1c =r。 

第 二 步 , 令 C6=Im(a)，ao: 4 一 Co，ao(a) =a(a) ，ao 是 同 构 。 此 外 ， 令 yo = 
pas'， 则 有 wp(a) =yoa(a) ，Yas4。 利 用 第 一 步 和 佐 恩 引 理 ， 同 态 yo 可 以 拓 广 到 整 
个 8 上 。 为 此 , 令 T=|(c, 7) 1 Im(a)=CG 一 C,y: 5C 一 0, yl1a= 加 |。 由 于 (o%， 
Yo) ey， 故 古 关 四。 矿 内 的 偏 序 定义 如 下 : 

C+C, 
(ce, 7y)<(c， wo| 
Vlce=y 
今 令 4 是 栈 的 非 空 全 序 子 集 , 令 D= UC, 则 Co 一 D 一 B。 进一步, 令 5: Dad 一 
y(d)eQ( YdeC，(e, y) eA)， 则 由 偏 序 定义 的 第 二 个 式 子 ,这 是 一 个 同 态 , 且 
616 =Yo。 因 此，(D, 65) 是 A 在 y 内 的 上 界 。 所 以 ,由 佐 恩 引 理 ，y 内 存在 一 个 极 大 
元 。 由 第 一 步 ， 它 一 定 等 于 (B8, xk) 且 9 =ka。 

然而 ， 这 个 命题 的 对 偶 命题 不 成 立 。 

下 章 给 出 贝尔 准则 的 一 个 重要 应 用 。 那 里 将 证 明 : R 是 诺 特 环 =» 内 射 R- 模 的 每 
个 直 和 仍 是 内 射 的 
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4.1 定义 和 特征 


定义 4.1.1 

(1) 一 个 模 We 叫 作 诺 特 的 或 阿 廷 的 := 每 个 非 空 子 模 集 都 有 一 个 极 大 的 或 极 小 的 
子 模 。 

(2) 一 个 环 R 叫 作 右 诺 特 或 右 阿 廷 的 :=Rs 是 诺 特 的 或 阿 廷 的 

(3)M4 的 子 模 链 

rn 

(有 限 的 或 无 限 的 ) 叫 作 平稳 的 :全 此 链 只 含有 限 多 个 不 同 的 4, 

注 : 

(1) 这 些 性 质 在 同 构 意义 下 显然 被 保留 

(2) 诺 特 模 叫 具有 极 大 条 件 的 模 ， 阿 廷 模 叫 具有 极 小 条 件 的 模 

定理 4.1.1 令 MW=hMn,， 4 一 机 ， 则 : 

(1) 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

CDW 是 阿 延 的 。 

@4 和 M/A4 是 阿 廷 的 。 

@M 的 每 个 子 模 降 链 4, 一 4, 一 4, 一 … 是 平稳 的 。 

@M 的 每 个 商 模 是 有 限 生成 的 

加 在 村 的 每 个 非 空子 模 集 14,1ie /| 内， 存在 有 限 子 集 | 4,1iel,| (i.e.1。e1 是 有 限 
的 ) ,使 得 OA4; =04。 

(2) 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(DM 是 诺 特 的 。 


从 
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@4 和 /4 是 诺 特 的 

@M 的 每 个 子 模 升 链 4, 一 4, 一 4, 一 … 是 平稳 的 。 

四 WM 的 每 个 子 模 是 有 限 生 成 的 

回 在 小 的 每 个 非 完 子 模 集 |4,1ie /| 中 ， 存 在 有 限 子 集 |4,1ie 41 (ie mc1 是 有 限 


使 得 二 As 去 A 

(3) 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

DW 是 阿 延 和 诺 特 的 

@M 是 有 限 长 的 

证 明 是 很 容易 的 ， 请 读者 自 证 

条 件 (1) 回 ,条件 (2) 图 分 别 叫 降 链 条 件 ， 升 链条 件 。 因 此 ， 由 定理 4. 1.1， 有 : 
-个 模 满 足 极 小 或 极 大 条 件 定 它 满足 降 链 或 升 链 条 件 。 如 果 仅 考虑 有 限 生 成 子 模 ， 而 
不 是 所 有 的 子 模 、 循 环 子 模 或 模 的 直 和 项 ， 这 个 结论 也 是 对 的 。 因 此 ， 就 有 ; 一 个 模 
对 有 限 生 成 子 模 满足 极 小 条 件 ( 在 每 个 生成 子 模 的 非 空 集 内 ， 存 在 一 个 极 小 元 ) 当 且 仅 
当 对 有 限 生 成 子 模 ， 降 链条 件 被 满足 。 也 就 是 说 ， 有 限 生 成 子 模 的 每 个 降 链 条 件 是 平 
稳 的 。 这 个 结论 和 它 相 应 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 

推论 4.1.1 

(1) 如 果 W 是 诺 特 模 或 阿 廷 模 的 有 限 和 ， 则 W 也 是 诺 特 模 或 阿 廷 模 。 

(2) 如果 只 是 右 诺 特 或 右 阿 廷 环 ，MW = Ww 是 有 限 生成 的 ， 则 W 是 诺 特 的 或 阿 廷 的 。 
(3) 右 诺 特 或 右 阿 延 环 的 每 个 商 环 仍 是 右 诺 特 或 右 阿 廷 的 

证 明 : 


的 )， 


() 令 W= 4 4 一 机。 对 直 和 项 的 数目 进行 归纳 证 明 。 对 n=1， 结 论 显然 
成 立 。 归纳 假 设 n -1 时， 结论 成 立 ， 令 
M= 2 (4 诺 特 或 阿 廷 的 ， 对 YDD 


则 /= 如 是 潮 特 或 阿 延 的 ， 由 第 一 同 构 定理 ,有 
M/A, =(L+A,)/A,2L/LNA, 
由 定理 4 1 1， 当 上 是 诺 特 模 或 阿 年 模 时 ，LZLm4。 亦 是 ， 从 而 MA, 亦 是 。 由 于 4 亦 
是 诺 特 或 阿 年 的 ， 由 定理 4.1.1， 结 论 成 立 
(2) 对 xf， 攻 虑 映射 
: Rarms weMd 


， 可 以 得 到 


这 是 从 Ks 到 Mi 内 的 同 态 。 由 同 态 
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R/Ker(¢) 2Im(¢,) =xR 

这 是 一 个 右 R- 模 。 如 果 Rr 是 阿 廷 的 或 诺 特 的 ， 则 由 定理 4. 1.1，xR 亦 是 。 如 果 (x,， 
…，%,) 是 必 , 的 生成 元 集 ， 则 由 (1) ， 结 论 成 立 

(3) 令 4 一 rRe， 当 Rs 是 诺 特 或 阿 廷 的 ， 则 ( R/4)x 也 是 

由 于 (RAA)4 =0， 故 (R/A)s 的 子 模 与 R/A 的 右 理想 相 吻合 ， 故 此 结论 成 立 。 

诺 特 模 和 阿 廷 模 的 例子 如 下 : 

1. 每 个 有 限 维 线性 空间 是 有 限 长 的 

2. 无 限 维 向 量 空间 既 不 是 阿 廷 的 也 不 是 诺 特 的 

3. 域 K 上 的 有 限 维 代数 是 双边 有 限 长 的 。 这 是 因为 每 个 右 或 左 理想 均 是 作为 K - 
向 量 空间 的 子 空间 。 

4. Zz 是 诺 特 的 但 不 是 阿 廷 的 

5. 令 p 是 一 素数 ， 令 


4= 人 人 osz NieN} 


ie 有 理 数 集 ， 其 分 母 是 的 宕 次 (包括 六 =1)， 则 0, 是 @ 的 子 群 ( 指 作为 加 群 ) 且 
Z 一 0,。 于 是 作为 Z- 模 ，0,/Z 是 阿 延 的 但 不 是 诺 特 的 


习题 4.1 


1. 证 明定 理 4.1.1 

2. 找 出 一 个 环 ， 在 一 边 是 阿 延 和 诺 特 的 ， 从 而 有 限 长 的 ， 而 在 另 一 边 既 不 是 阿 廷 
的 也 不 是 诺 特 的 。 

3. 令 R, 是 系数 在 RR 上 的 nxn 方 阵 环 。 证明: R, 分 别 是 右 阿 廷 和 右 诺 特 的 eR 分 
别 是 右 阿 廷 和 右 诺 特 的 。 

4. 证 明 : 没有 零 因 子 的 每 个 右 阿 廷 环 是 体 


4.2 希 尔 伯 特 基 定 理 


希 尔 伯 特 基 定 理 可 作为 某 类 诺 特 环 的 构造 来 考虑 。 它 在 代数 几何 里 有 着 重要 的 
应 用 。 
定理 4.2.1 今 R 是 右 诺 特 环 ， 则 多 项 式 环 R[x](x 与 R 内 的 系数 是 可 交换 的 ) 也 
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是 右 诺 特 的 

推论 4.2.1: ”R[x,，x,，…,*,] 亦 是 右 诺 特 的 。 

为 了 证 明定 理 4.2. 1， 就 要 证 明 R[x] 的 每 个 右 理想 都 是 有 限 生成 的 。 假 设 Az0， 
分 三 步 来 证 明 

第 一 步 : 令 P(x) =er + mt++meR[x],m 关 0， 则 mm 叫 作 P(x) 的 最 高 
次 项 系数 。 置 多 项 式 的 最 高 次 项 系数 为 0。 令 4 =4 内 多 项 式 的 最 高 次 项 系数 集 。 

结论 : 宙 一 R% 

证 明 : 令 a, be4。，a=0,b0， 则 存在 


P(x) =x"a +x" a, +." eA, 
P(x) =x"b +r" hb, 1 +. EA, 
进一步 地 令 ,rs eR 满足 ar + br: 关 0。 于 是 ，Pi (xz) xm + P(x)x"r eA。 因此 ， 
ar +brs ehy。 所 以 4, 一 Rn 
由 于 Ax 是 诺 特 的 ， 故 4 是 有 限 生成 的 。 令 a, ，…，a 是 4 的 生成 元 集 ， 此 处 所 
有 的 a, 关 0， 则 存在 P(x)，…，P,(x) eA4， 其 最 高 次 项 系数 分 别 为 a, ，…，a,。 利 用 
乘 以 x 的 赛 可 以 使 得 所 有 的 P,(x) 有 相同 的 次 数 ， 比 如 说 n， 今 令 


B= > P(x)R[x]; 

生成 的 ， 而 且 还 有 B 一 A 

第 二 步 , 令 F(x) eA 

结论 : R(x) 可 以 写成 形式 F(x) =G(x) +H(x)， 其 中 C(x) eB，H(x) =0, 或 者 
H(x) 的 次 数 不 大 于 n 

证 明 : 如 果 A(x) =0 或 R(x) 的 次 数 不 大 于 n， 则 取 上 (x) = F(x) ， 结 论 就 成 立 。 
因此 , 令 FLz) 的 次 数 4>n。 如 果 4 是 P(z) 的 最 高 次 项 系数 ， 则 “可 以 表示 为 如 下 
形式 : 


b=arn t+ tar, reR, 
多 项 式 
F(x) = F(x) - [EP(x)r]x™" 

的 次 数 <1 -1 或 已 (x) =0。 因此， 置 

G(x) = [EP 
有 

F(x) =G,(x) + F(x), 

这 里 G(x) eB8。 当 所 (x) 的 次 数 不 大 于 n 时 ， 可 相应 地 分 解 为 


et 
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F(x) =C,(x) +F,(x) 
其 中 ，G,(x) eB， F(x) =0, 或 F(x) 的 次 数 不 大 于 1 -2。 于 是 有 
F(x) =G (x) +G(x) +F,(x) 
其 中 ,Gi(x) + C:(z) eB，F,(x) =0 或 (x) 的 次 数 不 大 于 1-2 
至 多 (+ -n) 步 后 ( 即 用 数学 归纳 法 ) 得 到 所 求 分 解 
F(x) =G(x) +H(x) 
由 于 F(x) eA, G(x) eB 一 4A, 于 是 
H(x) =F(x) -GeAN(R+xR+. +X"R) 
第 三 步 , 今 考虑 右 R- 模 AN(R+xR+… +x"R) 
这 是 有 限 生成 右 R- 模 R+xR+… +x"R 的 R- 子 模 ( 在 右 诺 特 环 R 上 )。 由 定理 
4. 2.1 和 推论 4. 2. 1， 这 也 是 有 限 生成 的 。 比如 说 ， 可 令 


AN(R+xR+: +xR)= 了 QR 
名 


因而 断言 : 4= 了 P(x)R[x]+ 3 OAR[x 
名 各 
由 于 P(x)，Q,(x) e4， 故 右边 C4。 由 F(x) 式 , 4 亦 仿 于 右边 。 从 而 定理 得 证 


4.3 阿 廷 模 和 诺 特 模 的 同 态 


首先 令 M =M 是 任 一 个 模 ，w 是 以 的 一 个 自 同 
则 w (asN) 也 是 的 自 同 态 。 央 此 有 


Im(¢)— Im(¢)— Im( pg )— 


ie 是 灿 到 自身 的 一 个 同 态 ， 


Ker(p)— Ker(¢*)— Ker( pg ) 一 … 
当 是 阿 廷 模 或 诺 特 模 时 ， 这 两 个 链 均 是 平稳 的 ， 这 就 得 出 了 有 趣 的 推论 。 
定理 4.3.1 今 p 是 村 的 自 同 态 ， 则 有 : 
(1)M 是 阿 廷 的 二 3meN，VYn>m, M=Im(p") +Ker(y") 
(2)M 是 阿 延 的 且 9 是 单 同 态 一 w 是 自 同 构 
(3)M 是 诺 特 的 二 3meN，VYn>m, 0=Ime )mkerte ) 
(4)M 是 诺 特 的 Ap 是 满 同 态 一 p 是 个 白 同 构 
证 明 : 
(1) 由 前 面 的 注 ， 存 在 由 sN 使 得 Im(e") =Im(w )，Yn>m。 于是， 对 n>m， 


请 aa 
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有 Im(e") =Im(e”)- 令 xeM, 则 pg'(x) elIm(yg") =Im(e”) 一 3yeM 使 得 pw"(z) = 
pp-p (7)) =037r=x -p(y) eKer(g)=x =. (7) +relm(g') + 
Ker(e") 

(2) 如 果 gp 是 单 同 态 ， 则 显然 w"( YneN) 也 是 ,i.e. Ker(w") =0。 由 (1) 可 得 ， 
MH=Im(e")- 因为 Im(g") 一 Im(pg), 故 有 及 =Im(g)。 所 以 是 满 同 态 ， 从 而 是 
同 构 

(3) 存 在 n。e N, 使 得 Ker(e") = Ker(f")，Yn>ms。 于 是 ， 对 n>m， 有 
Ker(p")=Ker(g”), 邻 xelm(g")nKer(g"), 则 3yeM, 使 *=pg"(y)。 则 有 0= 
9 (x) =pg”"(y)。 所 以 ye Ker(g”) = Ker(w")。 因 此 x*=w"(y) =0。 于 是 就 得 0 = 
Im(g") NKer(¢") 

(4) 如 果 p 是 满 同 态 ， 则 YneN，wp" 亦 是 满 的 ,ie Im(g") =M。 由 (3)， 存 在 正 
整数 m 使 Ker( we") =0。 因 此 ,由 Ker(e) 一 Ker(w")。 由 于 也 有 Ker(p) =0, 所 以 p 
是 单 射 ， 从 而 是 自 同 构 

推论 4.3.1 令 是 有 限 长 的 模 ，p 是 M 的 满 同 态 ， 则 有 

(1) 3neN, Ynzn,, M=Im(e') 四 Ker(e") 

(2)w 是 自 同 构 所 w 是 满 同 态 ，w 是 自 同 构 3 是 单 同 态 。 

请 读者 自己 证 明 这 个 推论 


习题 4.3 


1. 请 给 出 一 个 环 R 和 模 Mi 使 得 Mu 非 有 限 长 ， 且 对 VweEnd(Mx) 成 立 ; 
(1) 3neN, Ynzn,, M=Im(g")@®Ker(y"). 

(2)9 是 自 同 构 vp 是 满 的 ep 是 单 的 。 

提示 : 对 We 利用 无 限 多 个 非 同 构 单 R - 模 的 直 和 。 

2. 证 明 推论 4.3.1 


4.4 诺 特 环 的 特征 


在 这 里 给 出 诺 特 环 的 特征 ， 它 对 于 诺 特 环 上 的 模 论 有 着 重要 意义 ， 证 明基 本 上 依 
赖 于 贝尔 法 则 
定理 4.4.1 下 列 叙述 对 环 尺 是 等 价 的 : 
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(1) Re 是 诺 特 的 。 


(2) 内 射 右 R- 模 的 每 个 直 和 是 内 射 的 。 

(3) 单 右 R- 模 的 内 射 包 的 每 个 可 数 直 和 是 内 射 的 。 

证 明 : 

“(1)=(2)"; 令 0= @Q; 是 内 射 右 R- 模 的 内 直 和 或 外 直 和 。 由 第 四 章 4.7 的 由 
尔 判 别 准则 ， 证 明 0 的 内 射 性 只 要 证 明 这 样 事实 成 立 就 行 了 

对 Rx 的 每 个 右 理想 U 和 每 个 同 态 p: U0， 存在 同 态 7: R 一 0， 使 得 p =7i, 这 
里 的 i 是 包含 映射 。 

由 于 ARx 是 诺 特 环 ， 故 U 是 有 限 生成 的 ， 即 


U= PuR 
像 p(w)(i=1, 2,…， 让) 仅 对 有 限 多 个 Q 不 为 0， 不 妨 设 对 0,(ie1,， 1 是 1 的 有 限 
子 集 ) 。 
令 
i: @ 0 OQ, 
是 包含 映射 ，po 是 由 p 的 像 域 到 @o. 的 限制 而 诱导 的 映射， 则 有 p =iopo 
由 于 几 是 有 限 的 , @ 0, 是 内 射 的 ， 存在 同 态 7。， 使 得 图 4. 1 交换 


图 4.1 

因此 有 p= ip 

“(2) 一 (3)": (3) 是 (2) 的 特殊 情形 。 

“(3) 寺 (1)”: 证 明 间 接地 进行 。 

若 R 不 是 诺 特 的 ， 则 R 存在 右 理想 真 升 链 
4=4 一 用 一 


=ioroi=7,， 其 中 7 =ioro。 


则 4= 已 4 也 是 的 右 理想 。 对 每 个 aeA 时 ， 存在 neN， 当 n>n,，a e4,。 对 每 个 
i=1, 2, …, 邻 c eA, cg4,。 在 循环 模 (c,R+4,)/4, 中 ， 由 定理 1.2.1， 存 在 极 大 子 
模 NN,/4,。 于 是 ， 
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第 4 章 。 阿 昌 扩 与 说 特 扩 
E,=(cR+A,)/(N./A;) 
是 单 右 R- 模 。 设 六 : (cR+4,)/4, 一 E, 是 自然 满 同 态 ,i1(E,) 是 的 内 射 包 ，E, 一 
(5) , 令 is 已 -CE ) 是 包含 映射 ， 则 存在 如 下 的 交换 图 ， 如 图 4.2 所 示 。 


(CiR+AD/A 站 414i 
yi 
Ei 
本 
ZE) 
图 4.2 
此 处 上 是 对 应 的 包含 映射 。 因 此 有 (5) =47y,(5) 关 0，( 对 1i=1,，2,，3，…)。 
今 定义 a: aaH 号 放 (a+ 丰 ) 图 人 (BE)。 
其 中 (a+4,) 是 a(a) 的 第 i 个 分 量 。 由 于 ae4,, i>n,， 故 a(a) 事 实 上 位 于 一 个 直 
和 内 。 作 为 外 部 直 和 , 令 a(a) =n,(a+4,)。 因为 由 假设 , @ 1(E,) 是 内 射 的 ， 故 存在 
有 使 得 图 4. 3 是 交换 的 。 令 包 是 B(1) 在 @/( 有 ) 内 的 第 i 个 分 量 ， 则 存在 ne N 使 得 ;> 


nn 时, 六 =0-. 由 a(a) =B(a) =B(1)a, ae4A。 于 是 (a+4,) =ba。 因 此 ， 对 i=n， 
Yae4A, n,(a+4,) =0。 但 由 ,的 定义 ,7,(c,+4,) 0。 矛盾 ! 


图 4.3 
注 : 车 仅 对 定理 4.4.1*(1) 必 (2)" 感 兴趣 ， 则 证 明 可 做 如 下 简化 。 
证 明 : 任 取 一 右 理想 升 链 
一 下 一 和 一 
邻 4= 凯 4,， 上 有 令 才 是 包含 映射 
nD: A/A,3a+A, + a+A, el(A/A,), 

全: 4 国人 (44) 其 定义 为 g(a) = 工 (a+4), aeh。 于 是 =0，Vi>n。 
所 以 ,对 i=n,，4=4,。 

和 如果 是 任 一 个 环 ， :MM 一 1 机) ，i=1,，2，…, n， 是 RR- 模 的 内 射 包 ， 则 
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人 
人 


On: ONOIM) 
也 是 内 射 包 。 如 果 R。 是 诺 特 的 ， 由 定理 4.4.1 和 贝尔 准则 ， 对 应 的 结果 对 任 指标 集 都 
成 立 。 
推论 4.4.1 今 R 是 诺 特 的 ，( MM,1ie7) 是 一 族 右 R- 模 ， 如 果 
及 :有 一 IUD) 
是 吧 的 内 射 包 ， 则 


狼 : 图 一 四 1(M) 
是 @@M, 的 内 射 包 。 


习题 4.4 


1. 证 明 对 交换 环 R， 下 列 叙 述 是 等 价 的 : 
(1) 对 YxeR， 序 列 xR 一 2R 一 2R 一 … 是 平稳 的 
(2) 对 每 个 循环 模 We ， 单 自 同 态 是 自 同 构 

(3)R 内 每 个 素 理想 是 极 大 的 
提示 : 对 于 "(3) 二 (1)”， 考 虑 子 
2. 对 模 We， 证 明 下 列 是 等 价 的 : 
(1) 和 为 直 和 的 每 个 子 模 集 是 有 限 的 

(2) 每 个 子 模 对 直 和 项 满足 极 大 条 件 

(3) 每 列 一 UU 一 上 一 …(U, 一 机 U, 是 ,的 直 和 项 ) 是 平稳 的 
(4) 每 列 忆 一 外 一 由 一 太一 …( 以 ,是 以 的 直 和 项 ) 是 平稳 的 
(5) 每 个 子 模 有 有 限 生 成 大 子 模 

(6)M 对 交 补 满足 极 大 条 件 

(7)M 对 交 补 满足 极 小 条 件 

(8)M 的 内 射 包 对 直 和 项 满足 极 大 条 件 


,= (1 -wr)In20, reR 


4.5 诺 特 环 与 阿 廷 环 上 内 射 模 的 分 解 


定义 4.5.1 (1)Me 叫 作 直 和 分 解 的 (或 不 可 分 解 的 ):SM =0 存在 异 于 0 和 以 的 
直 项 (或 Mz#0 且 不 存在 异 于 0 入 的 直 和 项 ) 
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(2) 令 US 一 ur, 及 叫 作 U 上 不 可 约 ( 交 不 可 约 ) 的 := 对 任意 子 模 4, B 一 M 且 U™ 
4, U 一 B,， 有 UzANB 

(3)M 叫 作 不 可 约 的 ( 交 不 可 约 ):e 由 是 在 0 上 不 可 约 的 。 

模 论 的 基本 问题 之 一 就 是 关于 模 分 解 为 子 模 的 直 和 。 如 果 分 解 式 里 的 子 模 均 是 不 
可 分 解 的 ， 则 这 种 分 解 的 极 大 可 能 显然 就 得 到 了 

在 这 个 关系 中 ,出 现 三 个 问题 : 

(1) 在 何 种 假设 下 ， 一 个 模 可 以 分 解 为 不 可 分 解 子 模 的 直 和 ? 

(2) 这 样 的 分 解 ( 若 存在 ) 是 唯一 确定 的 吗 ? 

(3) 不 可 分 解 模具 有 什么 样 的 性 质 ? 

这 里 诺 特 环 和 阿 廷 环 上 的 内 射 模 回答 了 问题 (1) 与 (3) ， 问 题 (2) 的 解答 在 下 一 章 
由 克 鲁 尔 - 雷 马克 - 施 密 特定 理 给 出 

首先 从 任意 环 上 不 可 分 解 的 内 射 模 人 手 

定理 4.5.1 令 On 是 内 射 的 ，Qx 关 0， 则 下 列 叙述 是 等 价 的 ; 

(1)Q 是 不 可 分 解 的 

(2)0 是 每 个 非 零 子 模 的 内 射 包 

(3)0 的 每 个 非 零 子 模 是 不 可 约 的 

(4)0 是 不 可 约 子 模 的 内 射 包 

证 明 ; 

“(=02)": 令 U 一 0, Uz#0, 1(U) 一 0 是 VU 的 内 射 包 由 于 Uz0, 也 有 
7(U) 0。 由 于 4(U) 作 为 内 射 模 是 0 的 直 和 项 ,因此 1(U) =Q@ 

“(2) 寺 (3)"; 今 叶 一 0,4, 8 一 以 ,40,B 关 0。 由 于 0 是 4 的 内 射 包 ， 故 
4 一 0, 于 是 4NBz#0 

“(3)= 一 (4) :可取 @ 作为 不 可 约 子 模 

“(4) 一 (1) : 邻 0 是 0 的 不 可 约 子 模 刷 的 内 射 包 。 假设 0 =A4@B, Az#0,， Bz#0。 
由 于 让 一 0 故 Wn4 关 0，HnB 关 0. 由 于 放 是 不 可 约 的 ,因此 (Mn4) 中 (MMB) 关 
0.， 这 与 4n8 =0 了 矛盾， 所 以 0 是 不 可 分 解 的 。 

推论 4.5.1 

(1) 单 及 - 模 的 内 射 包 是 不 可 分 解 的 。 

(2) 不 可 分 解 的 内 射 模 0 至 多 含有 一 个 单子 模 

(3) 如 果 R&R 是 阿 延 的 ， 则 每 个 不 可 分 解 的 内 射 模 0 是 单 R- 模 的 内 射 包 。 

证 明 : 

(1) 每 个 单 模 是 不 可 约 的 
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(2) 令 EE, 是 的 单子 模 。 由 于 EQ ENE,z#0, 因此 E=ENE, =E,。 

(3) 令 0zqge 0Q， 则 由 4.1.1，gR 是 阿 廷 的 。 因 此 ，9R 一 0 内 单子 模 E 存在。 由 
定理 4.5.1,Q 是 EE 的 内 射 包 。 

现在 来 看 下 列 有 趣 的 定理 ， 它 给 出 了 诺 特 环 及 阿 延 环 新 的 特征 

定理 4.5.2 (1) 下 列 叙 述 是 等 价 的 : 

ODR。 是 诺 特 的 。 

加 每 个 内 射 模 Qu 是 不 可 分 解 子 模 的 直 和 

(2) 下 列 叙述 是 等 价 的 : 

(DR 是 阿 廷 的 

@ 每 个 内 射 模 Ox 是 单 R - 模 的 内 射 包 的 直 和 

由 推论 4. 5. 1 中 的 (1) ， 在 刻画 阿 廷 环 出 现 的 单 R- 模 的 内 射 包 同样 也 是 不 可 分 解 
的 。 尤 其 是 如 果 R 是 诺 特 的 ， 但 不 是 阿 延 的 ， 就 存在 一 个 不 可 分 解 的 内 射 R- 模 ,其 
不 含有 单子 模 。 

定理 4. 5.2 仅 给 出 关于 诺 特 环 "(1) 一 (2) "的 证 明 ， 为 证 明 关 于 阿 廷 环 的 (1) 一 
(2)”， 需 要 每 个 阿 廷 环 是 诺 特 环 这 个 事实 ， 它 将 在 第 7 章 内 给 出 证 明 。 不 仅 如 此 ,为 
完成 证 明 ， 还 需要 进一步 的 引 理 ， 特 别 是 构 意义 下 半 单 模 分 解 为 单 模 直 和 的 分 解 
唯一 性 的 事实 。 只 有 给 出 必要 的 引 理 后 ， 才 得 到 完整 证 明 .因此 ， 现 仅 证 命题 4. 5. 1 ; 

命题 4.5.1 如 果 Ax 是 诺 特 的 ， 则 每 个 内 射 模 0 是 不 可 分 解 子 模 的 直 和 。 而 且 ， 
如 果 Rs 是 阿 廷 的 ， 则 每 个 不 可 分 解 直 和 项 都 是 某 个 单 中 - 模 的 内 射 包 

为 证 命题 4. 5. 1， 需 要 两 个 有 趣 的 引 理 

引 理 4.5.1 邻 厂 是 模 MM 的 子 模 集 ， 则 在 满足 
的 所 有 子 集 4 中 ， 存 在 一 个 极 大 子 集 A。 

证 明 : 利用 佐 恩 引 理 来 证 明 。 令 C=1414C 太 并 且 > =@! 被 满足 | ， 则 6 


在 包含 关系 下 构成 偏 序 集 。 因 为 eG 故 Cg( 因 为 0= 1 = 轧 〇 )。 令 1 是 6 的 


全 序 子 集 。 设 2 = UA， 则 22C 厂 。 因 而 断言 2e Gi e. ， 纪 满足 条 件 > = 
U。 假设 不 是 这 样 ， 则 2 的 子 模 的 和 将 不 是 直 和 。 因 此 在 2 中 存在 有 限 多 个 子 模 ， 其 
和 不 是 直 和 ,但 2 的 有 限 多 个 子 模 必 落 于 某 个 AeH 内 ( 因 H 全 序 集 )， 所 以 它们 的 和 
是 直 和 ， 矛盾 。 因 此 ， 由 优 恩 引 理 ,，G 内 存在 一 个 极 大 元 A 

推论 4.5.2 

(1) 对 每 个 模 Wu ， 存 在 一 个 不 可 分 解 的 内 射 子 模 集 的 极 大 集 ， 其 和 是 直 和 。 


Mr 
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(2) 对 每 个 模 M4 存在 单子 模 的 和 是 直 和 的 极 大 单子 集 。 

证 明 : 在 (1) 的 情形 ,车 令 厂 = 不 可 分 解 的 内 射 子 模 集 ; 在 (2) 的 情形 ， 若 令 单 子 
模 集 ， 则 结论 马上 得 证 

引 理 4. 5.2 ”如果 R 是 诺 特 的 ， 则 每 个 模 WMx 和 0 含有 一 个 非 零 不 可 约 子 模 。 

证 明 : 证 明 的 每 个 非 零 有 限 生 成 子 模 都 含有 一 个 非 零 不 可 约 子 模 。 令 1X1X 一 
BAX 是 8 内 的 交 补 ' 是 B 的 真子 模 集 ， 且 里 面 的 每 个 元 素 是 B 的 子 模 在 B 内 的 交 补 。 
这 个 集合 非 室 ， 因 为 0 是 8 的 交 补 。 由 于 B 是 诺 特 的 ， 故 在 这 个 集中 存在 一 个 极 大 元 
局， 令 品 是 下 的 子 模 wu 的 交 补 ， 显 然 ， 内 关 0。 我 们 断言 : wu 的 每 个 非 零 子 模 C 都 
满足 C 一 Us。 因此 ，U, 是 不 可 约 的 。 假 设 对 上 一 wm, 有 CNL=0, 则 有 CN(X。+L) 
=0. 由 高 的 极 大 性 和 C 关 0( 因 此 C 关 B)， 有 +=Xo， 故 工 一 Xo。 所 以 ， 
1 一 册 nxM =0. 于 是 ，CnL=0=L=0, 亦 即 C 一 内 

命题 4. 5. 1 的 证 明 ”考虑 0 的 其 和 是 直 和 的 不 可 分 解 内 射 子 模 集 的 极 大 集 。 令 这 
个 直 和 是 Wv = 国人 @ -因为 所 有 的 0, 是 内 射 的 ， 由 定理 4.4.1 知 ，0。 是 内 射 的 。 因 此 ， 
@ 是 作 的 直 和 项 : 


0=0,®0, 
假设 0.0， 则 0, 含有 非 0 不 可 约 模 。 令 /( 届 ) 是 机 在 0, 里 的 内 射 包 ， 则 /1(M) 
是 ,的 直 和 项 ， 即 有 ,=/(M)@@0;。 由 定理 4.5.1，/( 届 ) 是 不 可 分 解 的 。 由 于 0@ 
人 MD) 也 是 的 不 可 分 解 的 内 射 子 模 的 直 和 ， 故 we = @ 0, 不 是 极 大 的 。 这 个 矛盾 意味 
着 0=0W,= 甸 WV, 成立 
如 果 R& 不 仅 是 诺 特 的 而 且 是 阿 廷 的 ， 则 由 推论 4. 5. 1(3) ， 所 有 的 0, #0 都 是 单子 
模 的 内 射 包 


习题 4.5 


1 证明; 车 B, 是 阿 延 的 ，B 0， 则 8B 存在 一 个 非 零 的 不 可 分 解 商 模 。 

2. 证 明 : 

人) 令 =W@U =V@VW 且 U 一 VV 则 U 在 粹 内 有 直 补 包含 WV( 即 M=U@W 且 
一 四)， 开 且 V 在 米内 有 包含 的 直 补 

(2)M 对 直 和 项 满足 极 大 条 件 对 直 和 项 满足 极 小 条 件 
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在 第 4 章 ， 证 明了 诺 特 环 上 每 个 内 射 模 是 不 可 分 解 子 模 的 直 和 ， 这 样 分 解 是 否 唯 
一 或 在 什么 情况 下 唯一 ” 克 鲁 尔 - 雷 马克 - 施 密 特定 理 回答 了 这 个 问题 ， 定 理 是 在 假 
设 直 和 项 的 自 同 态 环 是 局 部 环 下 证 明 的 - 因此 ， 先 介绍 局 部 环 ， 然 后 再 叙述 不 可 分 解 
模 的 自 同 态 环 是 局 部 的 为 充分 条 件 


5.1 局 部 环 


环 RR 的 元 素 r 称 为 右 或 左 可 逆 的 ， 如 果 存 在 reR, 使 六 =1 或 mr=1， 7 叫 作 7 的 
右 北 或 左 逆 。 如果 有 rr =r'r=1， 则 7 叫 作 可 道 的 ,7' 叫 作 r 的 逆 元 。 如 果 + 既 有 右 逆 
元 ， 也 有 左 道 元 ， 则 右 道 元 上 元 相等 ， 从 而 * 有 逆 元 。 就 像 下 面 例 子 所 表示 的 ， 存 
在 只 有 左 逆 或 右 北 但 无 逆 元 的 元 素 

现在 考虑 这 样 的 环 ， 它 里 面 所 有 非 逆 元 全 体 有 特别 结构 。 为 方便 ， 本 书 始 终 假设 
R#0, 

定理 5.1.1 令 4 是 及 的 所 有 非 逆 元 素 集 ， 则 下 列 叙 述 是 等 价 的 : 

(1)4 是 加 法 封闭 的 .ie Ya 、m es4，al + E 人 4 

(2)4 是 双边 理想 

(3)4 是 最 大 的 真 右 理想 

(4) 在 R 中 存在 最 大 真 右 理想 

(5) 对 每 个 reR，r 或 (1 -7r) 是 右 可 逆 的 

(6) 对 每 个 reR,r 或 (1 -7r) 是 可 北 的 

证 明 : “(1) 一 (2)": 先 证 明 每 个 右 可 逆 或 左 可 道 元 素 是 可 道 的 ， 不 妨 设 Ra 
有 右 逆 元 b'， 即 bb'=1， 

情形 1.6'%5#g4， 则 3seR, 使 1=4'hs。 因 此 

b=bb'bs=bs 
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所 以 8'b=b'bs =1， 此 为 欲 证 者 。 

情形 2.5'%be4， 则 1 -4b'bg4， 否 则 1-b'%b+b'b=1e4， 矛盾 。 

今 令 1=(1-6%6)s, 则 b=6b(1 -bb)s=(6b-bb'b)s=(65-b)s=0, 此 与 bb'=1 
矛盾 。 

依 假设 ，4 是 加 法 封闭 的 ， 则 仅 证 明 : 

VaeA, YreR, are4Aras4。 

假设 ar#4， 则 3seR 使 得 ars =1。 由 前 面 注解 ， b, rs=b'"， 即 有 bb' =1， 于 是 ， 
65%=1， 从 而 rsa =1， 此 与 cs4 了 矛盾 。 对 ma 可 类 似 地 证 明 。 

“(2) 二 (3)": 由 于 4 一 sRa， 有 4 一 Rs, 由 于 1¢4, A#R, 令 B™ ReAbeB, 
则 56R 一 BRa。 所 以 6 没有 右 逆 。 因此 ,be4。 所 以 , B 一 4。 

“(3) 一 (4)": 显然 

“(4) 寺 (5)": 设 C 是 最 大 真 右 理想 。 令 re R， 假设 r+ 和 1 -r 均 不 是 右 可 逆 
的 , 则 


a 


rR ReN(l -rR Rs 

因此 , rR 一 CA(1 -rR 一 C。 所 以 1erR+(1-r)R 一 C=C=R 蔬 盾 。 

“(5)=(6)": 只 证 每 个 右 可 道 元 素 是 可 北 的 就 是 够 了 。 令 bb' =1。 

情形 1.4%4 右 可 逆 ， 则 3seR 使 得 1=4'bs。 所 以 ，bb'bs =1， 故 1 =6'b。 

情形 2.1 -45% 右 可 逆 ， 则 存在 seR 使 得 1 =(1 -6b'%b)s。 所 以 ,b=b(1 一 b'b)s=bs 
-bb'bs =0 此 与 6'=1 蔬 盾 

“(6) 寺 (1)"; 假设 对 a,，a,; e 4，a, +a, 是 可 逆 的 ， 则 存在 *eR 使 得 (ww +o:) 
5=1。 因此 ，ws =1 -ws。 由 于 "(6) 一 (5) "显然 成 立 ， 可 利用 每 个 右 可 逆 元 是 可 逆 的 
事实 ， 就 像 由 "(5) 一 (6) "那样 。 所 以 , 由 aeAAreR， 得 are4。 因 为 若 are4， 则 
ar 是 右 可 逆 的 ， 所 以 a 是 右 可 北 的 ， 从 而 a 可 道 。i eae4， 矛 盾 。 于 是 ，as eA 人 
mseA。 由 (6) 及 ayseA 得 a's=1 -asgA， 蔬 盾 。 

i 四 果 把 定理 5. 1.1 中 的 右 换 成 左 ， 就 可 得 到 一 组 用 左 理想 表述 的 等 价 条 件 ， 
证 明 也 是 类 似 的 

定义 5.1.1 满足 定理 5.1.1 等 价 条 件 的 环 叫 局 部 环 。 

推论 5.1.1 今 R 是 局 部 环 , 4 是 R 的 非 可 逆 元 素 集 ， 则 有 

(1)R/A 是 体 ; 

(2) 每 个 左 或 右 可 道 元 是 可 道 的 ; 

(3) 局 部 环 的 非 零 满 同 态 像 ( 环 同 态 下 ) 是 局 部 环 

特别 地 ， 局 部 环 的 每 个 同 构 像 是 局 部 的 

证 明 留 给 读者 


7 


全 
de 


局 部 环 的 例子 如 下 : 

1. 域 K 上 的 宕 级 数 环 是 局 部 的 ， 因 为 非 可 逆 元 集 恰恰 是 那些 常数 项 =0 的 元 素 。 
而 这 些 元 素 的 集 是 加 法 封闭 的 。 

2. 交换 环 对 素 理想 的 局 部 化 环 是 局 部 的 。 

现在 给 出 局 部 化 的 简单 定义 : 设 尺 是 一 个 交换 环 ，P 尖 及 是 尺 内 的 一 个 素 理想 ， 此 
处 PP 的 定义 是 : 

Va, beR, [abeP=aePVbeP] 

其 等 价 于 Va, beR[agPAbeP=abeP]. 

今 令 厂 =|(r, a)lreRAaeR\ P|, 在 矿 内 引进 如 下 关系 ; 

(ny oa) ~ (na, 0): daeR\ PP, naa=raa 

易 证 * ~" 是 个 等 价 关系 。 记 以 (r, a) 为 代表 元 的 等 价 集 为 we， 令 Rn 是 等 价 类 
集 , i.e. 


R= {SlreRAaeR\p} 


n maa +mal rn 


nn 


a 


a May dia 


Ri 构成 一 个 环 ， Rn 的 零 元 和 单位 元 分 别 是 (时 ) 和 (十 ) 
映射 p: Rarm 卫 eRin 是 -个 环 同 态 ，Im(e) 常 与 尺 视 为 同一 (e.g Z 可 看 作 Q@ 
的 子 环 ) ，Riw 内 恰恰 是 形 如 二 (re P) 的 元 素 是 非 可 逆 的 。 这 是 因为 ， 若 二 存在 道 元 


和 2, 则 二 并 -十 ， 于 是 3beR\P 使 得 mb=amb。 由 于 reP, 故 aabeP。 因 beP， 
| ' 


所 以 aa eP， 从 而 ae PVa, eP， 此 与 Ri 定义 矛盾 。 然 而 这 些 元 的 集 是 加 法 封闭 的 ， 
因此 Am 是 局 部 的 。 


习题 5.1 


1. 令 o: RS 是 环 满 同 态 ， S50, 证明: 若 尺 是 局 部 的 ,4 是 尺 的 非 可 逆 元 的 理 
想 , 则 e(4) 是 S 的 非 可 逆 元 理想 。 

2. 令 有 是 局 部 环 ， 证 明 下 列 叙述 对 We 是 等 价 的 : 

(1)MM 的 子 模 格 是 全 序 的 ; 
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(2)W 的 循环 子 模 集 是 全 序 的 ; 
(3)W 的 每 个 有 限 生成 子 模 是 循环 的 ; 
(4)4 的 由 任 两 个 元 生成 的 子 模 是 循环 的 。 


5.2 局 部 自 同 态 环 


定义 5.2.1 邻 RR 是 一 个 环 ,NN 为 自然 数 集 。 令 reR， 只 有 : 

(1)r 称 为 寡 零 的 :人 =: 3neN(r"=0)。 

(2)7 称 为 寒 等 的 :> =r 

推论 5.2.1 

(1) 如 果 "上 是 寡 零 的 ， 则 "是 不 可 逆 的 ,但 1 -是 可 逆 的 。 

(2) 如 果 "上 是 寡 等 的 , 则 1 -r 也 是 等 等 的 

(3) 如 果 "上 是 寡 等 的 且 可 逆 的 ， 则 -=1。 

证 明 ， 

(1) 设 =1。 令 m 是 使 ”=0 成 立 的 最 小 自然 数 ， 则 上 ”天 0。 所 以 ，0 = rs = 
rm 1= 上 天 0， 矛盾。 进一步 ， 则 有 (1-r)(1+r+ 天 +…+ra ) =(1+ 


rere tr ) (1 -r 


(2)(1 -7) (1 7) =1 -rr+tr =1 -rr+r=1 -ro 


(Dr =rAm =1 r=r er =7 

引 理 5.2.1 邻 尺 是 一 个 环 , 邻 Re = 四 4, 是 及 到 右 理想 4(ie 站 的 一 个 直 和 分 解 ， 
则 有 : 

(1) 子 集 h= |ilie1A4,*0| 是 有 限 的 , 因此 R= @ 4,。 

(2) 对 ie/,， 存 在 元 素 e,e4 使 得 对 i, je/,， 有 : 


(DA, =e,R, ieh; 


i 


sp 
| (i, jeh) 
0 i#j 


ie. je,liel,| 是 正 交 竹 等 元 集 。 
(3) 如果 A,(ie/) 是 两 边 理想 ， 则 元 素 e,(ie1,) 属 于 RR 的 中 心 (i.e.er=re,, Yre 
R) 


全 
a"* 


(4) 反 之 ， 如 果 给 出 正 交 寡 等 元 ，e ，…，e ER， 且 满足 1 = 


和 转 eR 。 事实 上 ，eR 是 两 边 理想 ， 亦 即 。 含 于 的 中 心 内 

证 明 : 令 1= 6, ee4, 令 h=|ilielAe,z#0|， 则 1 是 有 限 的 

由 于 有 

1= 3 

故 对 ie1,，，e, 了 0。 由 于 e, e 4,， 于 是 对 iel， 4 天 0. 今 令 a,e4(Vje1), 则 由 1 = 
如 “让 条，, 得 = 如 “0c 由 于 大 = 图 4， 故 ce4 

于 是 有 以 下 证 明 : 

对 jl: a=0 二 入 =0 二 1= lilie1 人 4,#0| 一 R= @ 机, 从 而 得 证 (1) 

对 Je ja = eq = 向 =k 一 6R 一 向 二 向 =eR, 所 以 对 i 关 j, 成 立 0 = eaj。 如 
果 限 于 i e 1, 对 6 = a, 则 成 立 6 = eevee = 0(i 关 让 .由 此 ,整个 (2) 均 得 证 ,由 r e 
R1= 30, 得 r= Der = Br 如 果 4, 是 两 边 理想 则 有 : re e 4,。 由 于 


Ber = Br, 则 er=re,， 从 而 (3) 成 立 。 为 证 (4)， 首 先 有 


R= 于 eR (因为 1 = 并 o) 


今 令 reesRN 允 eR, 于 是 r=esr, r= 了 er。 央 此 .r=e 


i 


所 以 , 有 R= 久 eR。 
如 果 e 位 于 RR 的 中 心 内 ,由 于 避 R=erR 一 eR， 故 eR 是 双边 理想 。 
推论 5.2.2 对 一 个 环 R， 下 列 条 件 是 等 价 的 : 
(1) Re 是 不 可 分 解 的 ; 


(2)wR 是 不 可 分 解 的 ; 
(3)1 和 0 是 RR 内 唯一 的 睾 等 元 
证 明 : 


“(1)==(3)": 令 e 是 一 个 睾 等 元 , 则 e 与 1-e 是 正 交 竹 等 元 且 1=e+(1-e)。 因 
此 ， 由 引 理 5.2.1 知 ，R=eR@(1--e)R。 根据 (1) 中 的 条 件 可 知 eR=0， 从 而 有 e=0 
或 eR=R。 于 是 ,， (1 -e)R=(1-e)eR=0。 因此, (1-e) :1=1-e=0 

“(3) 寺 01)": 假设 R=4@B8， 则 由 引 理 5.2.1， 存 在 军 等 元 e 使 4=eR。 由 (3) 
中 条 件 知 e=1 或 e=0。 因 此 , 4=R 或 4=0. ie Rs 是 不 可 分 解 的 。 类 似 地 ， 可 证 明 
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“(2)e(3)"。 

定理 5.2.1 今 $=End(M)， 则 下 列 条 件 是 等 价 的 。 

(1)M 是 不 可 分 解 的 ; 

(2)S, 是 不 可 分 解 的 ; 

(3),5 是 不 可 分 解 的 ; 

(4)0 和 1 是 5 内 仅 有 的 寡 等 元 。 

证 明 ; 

由 推论 5.2.2，(2) 、(3) 和 (4) 是 等 价 的 

“(1)==(2)": 令 ee5 是 一 个 竺 等 元 , 则 有 

M=e(M)®(1-e)(M)。 

这 是 因为 ，Y me 有 刘 ，m =e(m) +(1-e)(m)， 如 果 假 设 e(m) =(1-e)(m,)， 则 由 这 
个 方程 得 e(mi ) =e(m) =e(1 -e)(m,) =0。 

由 (1)，e(W) =0. 因此 ,e=0 或 (1-e)(W) =0。 所 以 , e=1。 

“(4) 二 (1D)": 假设 Ms =498, 则 7: WHaa+brasM 是 一 个 自 同 态 且 满足 他 = 
7。 因 此 ， 它 是 5 内 的 一 个 守 等 元 。 由 假设 ， 有 n=0 或 n=1。 

如 果 帮 =0， 则 4=0; 如 果 帮 =1， 则 4 = 本， 亦 即 1 是 不 可 分 解 的 。 

推论 5.2.3 今 5=End(M,) 是 局 部 的 ， 则 MM 是 不 可 分 解 的 。 

证 明 : 由 定理 5.2.1， 只 要 证 明 0 和 1 是 S$ 内 仅 有 的 短 等 元 就 够 了 。 

令 ee5 是 吞 等 的 ， 则 1-e 也 是 睾 等 元 。 假 设 ezx0, ex1, 则 也 有 : 1 -ez0, 1- 
e 关 1。 由 于 e 和 1 -e 均 非 可 逆 ， 则 5 是 局 部 的 ， 故 


l=e+l-e 


也 非 可 递 ， 巴 盾 

如 果 增 加 一 些 条 件 ， 则 它 的 逆 也 成 立 。 

定理 5.2.2 邻 Mi 关 0 是 有 限 长 度 的 不 可 分 解 模 ， 则 End (Me) 是 局 部 的 ， 且 
End( Wu) 的 非 可 逆 元 恰恰 是 寡 等 元 

证 明 : 。 今 pe(M)， 则 由 第 4 章 的 4.3， 有 

3neN, M=Im(¢")@OKer(¢")。 

由 于 机 是 不 可 分 解 的 ， 于 是 Ker(g") =0 或 Im(w") =0。 

情形 1. ker(w" ) =0 一 Ker(pg) =0 一 p 是 单 射 ， 因 此 ,由 第 4 章 的 4.3，9 是 一 个 
自 同 构 ，i. e.g 是 可 道 的 

情形 2. Im(w ) =0=3p" =0=31 -w 是 可 逆 的 。 

因此 ， 证 明了 pg 或 (1 -9) 是 可 道 的 ， 巾 定理 5.2. 1，End(Mx) 是 局 部 的 。 如 果 
不 可 道 (情形 2) ， 则 gp 是 寡 零 的 ， 反 之， 如 果 w 是 宕 零 的 ， 则 p 是 不 可 递 的 。 


mp 


位 
pe 模 论 

作为 特殊 情形 ， 由 这 个 定理 可 推出 一 个 结果 ， 那 就 是 单 环 的 自 同 态 环 是 体 。 因 为 
单 环 的 唯一 血 零 白 同 态 . 就 是 零 映射 

进一步 的 情形 由 下 列 % 全 出 : 

定理 $.2.3 令 OxF=0 是 不 可 分 解 的 内 射 模 ， 则 End( Qi) 中 局 部 的 

证 明 : 令 p: 0 一 0 是 一 个 单 态 射 . 则 Imte) 是 内 射 的 . 因此 是 @ 的 一 个 直 和 项 。 
由 于 Q 是 不 可 分 解 的 . 因此 Im(p) =0. ee 是 一个 白 同 构 ” 因 此, 它 在 End(COw) 内 
是 可 道 的 。 所 以 ,©Q 的 每 个 非 可 道 自 同 态 都 有 不 同 于 鹤 的 梳 

今 令 ww: 是 QQ 的 两 个 非 可 首 自 同 态 ， 则 有 Ker( pi) =0，kertw:) #0。 根据 定 
理 4.5.1, 得 


OKer(p ) NKer(p:)— Kerlp ye:) 
ie pi +; 不 可 道 的 。 由 定理 5.1.1，End(WA) 是 局 部 的 

根据 下 一 节 的 克 重 尔 3 克 - 施 密 特 定理 ， 哪 种 模 可 以 分 解 为 带 有 局 部 自 同 态 
环 的 子 模 的 直 和 ? 关于 这 个 问题 ， 对 于 下 面 列 出 的 重要 情形 ， 给 出 了 肯定 的 回答 ， 

(1) 是 诺 特 环 或 阿 延 环 上 的 内 射 模 ; 

(2)M 是 有 限 长 度 的 模 ; 

(3) 是 半 单 模 ， 

(4)4f 是 投射 的 ， 半 完善 模 (H 叫 作 半 完 善 的 如果 4 的 每 个 满 同 态 像 都 有 投射 
盖 ) 。 

情形 (1) 由 命题 4.$.1 和 定理 5.2.3 了 问答 .情形 (2 是 下 面 要 解决 的 ,情形 
(3) 将 在 下 章 解 决 。 限 于 本 书 的 简 幅 ， 就 不 准备 讨论 情形 (4) 

定理 $.2.4 今 Wz0、 则 ; 

(1) 令 t 是 阿 延 或 诺 特 的 ， 则 存在 于 的 不 可 分 解 于 模 和 条,，…， 届 ,使 得 


1 = BN 
(2) 令 村 是 有 限 长 的 Gi.e 是 阿 延 的 让 县 是 诺 特 的 ). 则 存在 旭 的 不 可 分 解 子 模 
…， 村,， 使 得 


M,, 
N= 
这 里 的 End(M,) 是 局 部 的 (i=1, 2, …, n) 

证 明 : 

(0) 令 凡是 阿 延 的 . 矿 是 再 的 非 零 直 和 项 8B 的 集合 。 和 由 于 于 二 0， 村 = MG0,， 我 们 
用 e 厂 、 因此 ， 矿 关中 。 令 B, 是 矿 中 的 极 小 元 ( 按 集合 的 包 语 关系， 下 同 ) 则 B。 是 不 
可 分 解 的 ， 理 则 Bu 将 不 是 厂 内 最 小 元 。 令 44 是 大 的 于 模 C 的 集合 ， 使 得 存在 有 限 多 
个 不 可 分 解 子 模 B, 了 0，…，8, 头 0， 满足 


论 一 


了 
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NN DE 
证 二 后 的 在 在 ZZ 人 是 相册 做 小 于 1 
MM MD, 
四 村 遍 的 和 甸 解 ， 国 是 十 训 6，0， 吝 昌 ， 作 为 阿 生 模 的 于 模 ，65 伟 是 阿 延 的 ,， 则 出 出 
UA 全 外 和 并 时时 二 不 本 分解 的 在 相 击 。， 此 与 6 的 权 小 性 不 盾 
生机 量 询 御 的 ,，/ 14 其 有 前 在 相 计 47 NEO 人 故 让 遇 今生 
夺 三 本 的 从 太吉 护 本 在 的 伺 高 天生 仍 意 在 和 可 二 遍 ， 册 太 的 做 大 性 ， 必 是 不 
避 季 解 前 让 二 各 7 在 遍 Z0 全 站 其 村 的 下 有 这 样 相 质 的 子 异 集 : 第 一， 这 此 
人 慌 基 在 限 区 全 不 可 分 解 邯 模 的 在 
IN TI A， 厂 47 


入 是 机 的 下 相 二 ; 


LE ALA 
其 年 册 的 做 庆生 齐 生 十， 
LN LAL 
个 赃 6 入 而 的 本寺 ， 克 和 从。 定语 有 有 让 的 不 可 分 解 的 在 和 和 项， 这 与 
的 檬 在 相 在 局 ， 国 遇 6 


5.3 克 镶 尔 一 震 马 克 一 施 密 特定 理 


DE 下 攻 间 了 稚 害 特定 理 

完 即 5 WA 与 全 从， 此 外 的 Bad 是 局 部 的 CVie 站， 南 
计 VV 

翰 在 鼻 于 于 于 证 在 放量 ， 竹 诗 成 叶 理 的 形 民 

引 理 5 21 和 的 CV 
UU 
嘱 工 老 富 时间 的 0 三 六 Vo 机 或 着) TO) 成 立 ，VxeH) 
信 计 和 


| 
[| 


证 吊 友人 Vj 

和 
上 本 光碟 个 的 ， ie 是 好 
的 由 和 构 


一 83 


不 妨 设 ol 是 一 个 自 同 构 ， 则 定义 
j=0l(M) =0(M,); 


Mi ax 一 olz)esUi 
1 Uaym yeM, 
因此 ，w, 是 满 同 态 。 对 xe M,， 则 有 
px) =p (x) =o(z) =ollz) = Vp, =0)= Tl’p, =n0l, 


所 以 ， 有 下 面 的 交换 图 ， 如 图 5. 1 所 示 


en 


95 5 
Wh 

MI 而 01 
图 5S.1 


由 于 zol 是 自 同 构 ， 故 由 下 三 角 的 交换 性 及 推论 1.6.3 和 1.6.4 可 得 
M=Im(l'p ) OKer(n,) =U®( @ MN, 
引 理 5.3.2 假设 条 件 同 引 理 5. 3.1， 进 


M, ji=1, 2，…; 4 和 同 构 y,: MM 
M 


= 上，…, 记 | C1， 则 存在 C, 一 
,是 由 a 和 7 诱导 出 的 ， 从 而 有 
,O*@®C,®( @ NM) 


证 明 : 利用 引 理 5. 3.1， 可 相继 地 确定 出 C,， 对 引 理 5.3.1 中 的 i =j, 令 C= 


U,。 于 是 ， 有 用 =C,@( 图 册 )， 由 于 册 , 宕 C，， 故 End( C, ) 也 是 局 部 的 。 在 这 个 分 


解 中 ， 利 用 引 理 5. 3. 1 交换 W,, ， 则 相应 地 有 C,,。 注 意 ， 这 里 的 C,, 不 一 定 等 于 U,,， 这 
是 因为 现在 的 分 解 是 导 上 的 另 一 个 分 解 ，+ 步 后 ( 例如 用 归纳 法 ) 就 得 到 了 所 要 的 结果 。 

引 理 5.3.3 令 有 = @ 员 ,此 处 End( 只,) 是 局 部 的 ( Vie1)。 令 MM=4@B， 此 处 
4 天 0， 且 是 不 可 分 解 的 ，z': 册 一 4 是 相应 的 投影 映射 ， 则 存在 一 个 hel 使 得 r' 诱 导 
出 M 到 4 上 的 同 构 ， 并 且 册 = 只, 人 8 成 立 

证 明 : 令 1: 4-M 是 一 个 包含 映射 ,7 =lr'。 由 于 lv=7+(lv-7),， 令 o=7， 
7T=1-T。 由 引 理 5.3.1， 因 为 4 关 0， 存 故 在 0 关 ae4 使 得 x(a) =a。 于 是 ,，(1y -7) 
(a) =0。 


令 a= 7 m,( 这 里 0#m, EH,， 5e1) 是 在 = 轩 包 里 的 唯一 表示 。 


在 引 理 5.3.2 的 意义 下 ， 令 模 C, 和 同 构 y, 是 确定 好 了 的 。 假设 y, 全 是 由 1v -7 诱 
导出 来 的 ， 则 有 


条 后” 
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0=(lv-7)(a) = Fa -7)(m,), 

且 (1w -7)(m,)=Y,(m,)eC,。 由 于 C, 的 和 是 直 和 ， 这 就 萤 含 着 y,(m,) =0。 因 此 ， 
mi, =0， 从 而 a =0， 矛盾 。 所 以 ， 至少 有 一 个 i 使 得 y, 是 由 7 诱导 出 的 ， 记 为 &， 则 
Yr: Maxm (x) eC, 

是 同 构 。 又 由 引 理 5. 3. 2，C, 是 W 的 直 和 项 。 令 MM=C@L， 进 一 步 地 有 : 
C=7(M)— 7(M) =4。 
于 是 , 4=MN4=(C.@L) NA=C.@(LNA) 
由 于 4 是 不 可 分 解 的 ， 故 C, #0( 因 M0) ， 于 是 就 推 得 4= Ci。 
由 交换 图 图 5. 2( 其 中 1: MM 是 包含 映射 ) 及 引 理 1. 6. 1 的 推论 知 


ML _.M 


Ma 


*M= Ct 
图 5.2 
M=Im( 1)@Ker(7’) =M.®B。 
定理 5.3. 1 的 证 明 : 由 引 理 5.3.3， 取 4= 凡 ， 每 个 Ni 同 构 于 M,。 因 此 ，End(NN,) 
是 局 部 的 ， 从 而 假设 是 对 称 的 。 今 在 1 和 J 中 引入 等 价 关系 。 事 实 上 , 令 


be MM, i, hel); 


jh: NN(h, he))。 

对 ie1， 设 i 是 由 i 确定 的 等 价 类 ， 令 7 是 所 有 等 价 类 集 ， 对 /也 有 类 似 的 记号 。 

令 四 ;1 一] 定义 为 : (i) =j, 若 MiN。 断言 加 是 一 个 双 射 。 由 引 理 5.3.3， 取 
4 = 中 ,Ji = 四 N， 存 在 )e J 使得 久居 M,。 由 于 同 构 是 一 个 等 价 关系 ，$ 独立 于 代表 元 
的 选择 ， 亦 即 四 是 一 个 映射 

由 是 单 射 ， 因 为 由 四 (让 
引 理 5.3.3， 中 也 是 满 射 (4 =N) 

剩 下 的 要 证 明 ， 对 每 个 ie1，3 双 射 B;: i_$(i) ， 则 B: 1ai-B;(i) eJ 就 是 所 要 
的 双 射 且 W, 兰 Mr 。 巾 施 罗 德 - 伯 恩 斯 坦 定理 (可 在 任 一 本 集合 论 书 上 找到 ) 只 要 证 明 
存在 单 射 计 中 ( 站 和 单 射 四 (站 一 i 就 够 了 。 

由 于 假设 是 对 称 的 ， 故 只 要 证 明 一 方面 的 单 射 ， 例 如 @(i) 一 i 就 够 了 。 

情形 1.i 是 有限 的 ， 不妨 设 i 中 元 的 个 数 为 :， 进一步 地 令 E= 1, …, 站 | C 
更 (站 由 引 理 5.3.3( 取 4=N) ,存在 员 , 使 机关 避 ， 亦 即 ei 和 M=M,@( 电 N)， 


天 = (下 得 fsNi NM 。 因 此 ,五 = 互 。 由 


LE 


和 
巾 引 理 5.3.3, 有 取 4=N, 与 B=M,@( 国 凡 )， 则 存在 一 个 Wi 使 WassN， 亦 即 


5 


pT 


如 ei 和 虽 =Mi@M,@( 加 NN)。 因 此 相继 得 到 
HN,@-@N,. OD ANN, (Ll=1, 2, *, s)o 
因为 这 个 和 是 直 和 ， 故 叶 , ，…， 则 ,是 两 两 不 同 的 。 因 此 有 <(- 所 以 @(i) 的 元 个 数 
不 大 于 +， 从 而 结论 得 证 。 
情形 2.7 是 无 限 的 , 设 r': M 一 NN 是 投影 映射 。 对 kel, 邻 
E(k) = 1jljeJ 人 zn! 诱导 出 M, 到 N 上 的 同 构 | 
断言 : 对 所 有 的 ke1，E(h) 是 有 限 的 


令 0zmeM, Am = 了 mn ，0#neN,=xiim =n; 若 使 诱导 出 同 构 ， 就 必 
1 
须 有 Tn/(m) #0， 即 je | 仿 ，…, 万 | ， 从 而 E(k) 是 有 限 的 
我 们 断言 : @(i) = U, E(h) 
“BD) I UE(L)": 令 kei, jeE(k) 


keisM,2NM, 
jeE(k)=M, 2N, 
“BD C UE(R)": je B(i) = MN, 由 引 理 5.3.3，3hel 使 得 7 诱导 出 只 


Frev=e PO) 


到 N 上 的 同 构 。 于 是 ，M, 尖 N= MsM = heiNjeE(k) 令 UE(h) 是 E(k) 的 不 相 


交 并 ， 则 存在 一 个 单 射 (i) = U.E(k) 一 U E(k)。 由 于 每 个 E(k) 是 有 限 的 ， 故 对 每 
个 E(4) ， 存 在 到 N 内 的 一 个 单 射 。 因 此 ， 存 在 单 射 
UE(A ixN, 
由 于 ; 是 无 限 的 ， 由 已 知 的 集合 论 的 结果 ， 存 
一 起 就 产生 了 中 (i) 一 i 的 单 射 。 故 得 证 克 鲁 尔 ~ 
推论 5.3.1 令 M=@M,， 此 处 End( 机 ) 对 所 有 的 i 是 局 部 的 , 令 N= 图 NV， 此 处 
旋 是 不 可 分 解 的， 对 所 有 的 j，N, 0 且 WsN， 则 存在 一 个 双 射 5: 1 一 / 使 得 MW, 关 
Nan, Viel, 
证 明 : 令 o: NM 是 一 个 同 构 ， 则 有 
M= Bo(N) 
式 中 , we(N) 是 不 可 分 解 的 。 由 定理 5.3.1(W =@(N) 代 赫 了 MW = 四 ) 可 知 : 
Vie1Hie(Neo ) Ng 
推论 5.3.2 若 诺 特 环 上 的 内 射 模 或 有 限 长 度 的 模 分 解 为 不 可 分 解 子 模 的 直 和 ， 则 
这 个 分 解 在 克 和 鲁 尔 - 雷 马克 - 施 密 特定 理 的 意义 下 是 唯一 的 
证 明 : 由 命题 4.5. 1 和 定理 5. 2. 3 与 定理 5. 2. 4 即 得 证 


ix Ni 的 双 射 ， 所 有 的 单 射 合 在 


86 一 
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习题 5. 3 


1. 设计 =M, 令 neN, 设 有 =MI2 = D4. 其 中 4,=M(i=1, 2，…，n)， 

假设 
dr= @4, Be= @B,. 

这 里 End( 4,) 是 局 部 的 ( Yie /1)，B, 是 不 可 分 解 的 ( YjeJ)。 

证 明 : 

(1) 令 neN, 由 相关 B"= AB 

(2) 令 1 是 有 限 的 ， 且 设 5, 7 是非 空 的 . 由 4 4 二 5 与 7T 有 相同 的 基数 。 

2. 满足 习题 4. 4. 2 的 题 中 等 价 条 件 的 模 以 ， 称 为 是 有 限 维 的 。 若 内 射 包 1( MM) 分 解 
为 不 可 分 解 模 的 直 和 ， 其 不 可 分 解 直 和 项 个 数 称 为 M 的 维 数 ， 记 为 dim( MM)。 证 明 : 

(1)din(N) =0eM=0，dim(MN) =1 所 及 是 不 可 约 的 ,并且 M##0。 

(2)W 是 有 限 维 的 ， 并 且 以 一 4 一 以 是 有 限 维 的 ， 并 且 dim(U) <dim( MM)。 

(3) 若 以 是 有 限 维 的 且 U 一 M, 则 UM dim(U) =dim(M)。 

(4)M 与 MM, 是 有 限 维 的 ， 则 以 ,MM 是 有 限 维 的 , 且 dim(M,@M,) =dim(M) + 
dim( M, ) 

(5) 车 六 一 M， 并 且 久 与 MAX 均 是 有 限 维 的 ， 则 W 也 是 有 限 维 的 ， 且 dim(M) < 
dim(X) + dim( M/AX) 
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6.1 定义 和 特征 


关于 向 量 空间 的 概念 ， 有 两 个 重要 的 推广 ， 它 们 是 : 

(1) 自由 模 的 直 和 项 ， 称 为 投射 模 

(2) 每 个 子 模 均 是 直 和 项 的 模 ， 称 之 为 半 单 模 。 本 意 主 要 是 讨论 它 ， 先 列 出 几 个 
引 理 。 

引 理 6.1.1 今 M=Ms 是 一 个 模 ， 它 的 每 个 子 模 都 是 其 直 和 项 ， 则 每 个 非 零 子 模 
均 含 有 一 个 单子 模 

引 理 6.1.1 的 证 明 留 给 读者 作为 习题 

引 理 6.1.2 令 M= 瑟 Mi, ， 其 中 MM, 是 单子 模 ， 设 坊 一 W， 则 有 : 

(1) 存 在 JC1, 使 得 M=U@( 思 儿 ) 

(2) 存 在 KC1, 使 得 U2 @ 

证 明 : 

(1) 利 用 优 恩 引 理 来 进行 证 明 。 令 

T=1LILCIAU+ 3 MN,=U®( @M) 

由 于 @M=0, 故 由 e 厂 ， 从 而 大 中 利用 包含 关系 将 厂 仿 序 化 。 

设 A 是 厂 的 全 序 子 集 , 断言 L” = ,UL 是 A 在 厂 内 的 上 界 。 显然/ 是 上 界 。 剩 下 
要 证 明 的 是 4" e 厂 。 

令 ECL*，E 是 有 限 的 , 则 存在 LeA 使 得 ECL。 今 设 

ut BE "=0, uelU, m,eM, 


于 是 , 由 ECL, 得 w=m =0，VieE。 因此 ,有 
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Uv M,=U®( @ ML) 
+ 


故 L" ee 大。 由 优 恩 引 理 ， 存 在 一 个 极 大 子 集 Je rr。 令 


N=U+ 5 M=U®( BM) =4@( BM) 
bed * 
今 对 Yi el， 考 虑 N+ 册 ,， 则 入 + 肌 , =N@OM, 是 不 可 能 的 ,因为 有 JJU1io| e 


厂 ,于 是 ,NN M0。 由 于 MM 是 单 的 ， 一 定 有 NNM = MM。。 因 此 ，Mi 一 No。 故 


M= M— N— M, i.e.N=M,. 


各 


(2) 令 N=U@( @ 届 )。 则 将 (1) 应 用 于 子 模 @M, 上 ， 那 么 存在 KC1, 使 得 M= 


(BM)O( BM,) 由 第 一 同 构 定理 得 


项 : 


的 定 


UsM/ (OM)S OM 
现在 来 看 半 单 模 的 主要 定理 

定理 6.1.1 对 模 仙 =M。， 下列 条 件 是 等 价 的 : 
(1)U 的 每 个 子 模 是 单子 模 的 和 ; 

(2)M 是 单子 模 的 和 ; 

(3)W 是 单子 模 的 直 和 ; 

(4)1 的 每 个 子 模 是 的 直 和 项 


证 明 : 

“(1) 寺 (2)": 显然 

“(2) 一 (3)": 取 引 理 6.1.2 的 (1) 中 的 U=0， 即 得 (3)。 
“(3)==(4)”; 引 理 6.1.2 的 (1) 


“(4) 寺 (1)"; 邻 U 一 机 置 届 = RD 则 UU 一 U。 由 (4),，U 是 W 的 直 和 
M=U,BN = UVU=MNU= wetvnw 

情形 1.NNUVU=0=3UV=U= (1) 

情形 2. NNUz#0 一 由 引 理 6.1.1， 存 在 一 个 单子 模 B 一 NNU=B 一 Uo。 由 Us 
义 , 有 8 一 Un(NNU) =0, 矛盾 。 故 只 有 第 一 种 情形 出 现 。 

定义 6.1.1 

(1) 模 市 = Mi 叫 作 半 单 的 := 用 满足 定理 6.1.1 的 条 件 。 

(2) 环 下 叫 作 右 或 左 半 单 的 := Rs 或 eR 是 半 单 的 

显然 ， 堆 模 是 半 单 的 ， 因 为 0 = Z 届 ,，MM, 半 单 。 但 零 模 不 是 单 模 ， 因 为 单 模 的 


定义 中 要 假设 #0 


例子 如 下 : 
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1. 每 个 斜 域 K 上 的 向 量 室 间 VY= 全 是 半 单 的 。 这 是 因为 V = 也 xK。 而 当 x 关 0 
时 ,xK 是 单 的 。 

2. 当 nzx0 时 , Z /nZ 是 半 单 Z - 模 cn 是 平方 自由 的 (i.e.n 是 两 两 不 同 素数 之 
积 ), 或 者 n= +1。 

“c="; 当 n= +1 时 , Z /nZ =10|, 而 零 模 是 半 单 的 

当 n =p,*… 时 , 令 9%=np 则 (9 4，…, 4.) =1。 于 是 ,也 
Z = 字 9Z AZ ,而 4.Z /nZ 是 单子 模 。 所 以 ，Z /nZ 是 半 单 的 

“= 一": 若 Z /nZ = 101 一 ma = +1。 所 以 只 要 假设 Z /nZ 0， 从 而 知 n#1。 若 Z / 
nZ #10| 是 半音 的， 假设 n=pr…p"， 则 Z A(n)A(p,)A(n) 兰 Z /A(p,) 是 域 或 (p,)/(n) 
是 极 大 理想 。 设 (m)/(n) 也 是 Z /nZ 的 极 大 理想 ， 故 Z A(n)/A(m)/A(n) 兰 Z /(m) 是 单 
的 ， 从 而 为 域 。 因 此 ，m 为 素数 ， 即 (p,)A(n) 是 Z A(n) 的 所 有 极 大 理想 。 于 是 ， 由 下 
一 章 的 定理 7.2.1(1), 有 RadZ /(m) =N(p)/(n) = (ppsp)/(n) =0 = n=pip" 
ps 

3.Z z 和 Q 2 均 是 非 半 单 的 ， 因 为 它们 没有 单子 模 

4. 令 V= 是 一 个 向 量 空间 。 则 有 : End( VW ) 是 半 单 环 = dim(1) < 

推论 6.1.1 

(1) 半 单 模 的 每 个 子 模 是 半 单 的 

(2) 半 单 模 的 每 个 同 态 像 是 半 单 的 

(3) 半 单 模 的 每 个 和 都 是 半 单 的 

(4) 半 单 模 到 单 模 的 任 两 个 分 解 在 克 鲁 尔 - 雷 马 克 - 施 密 特定 理 的 意义 下 是 同 
构 的 。 

证 明 : 

(1) 由 定理 6.1.1 可 得 证 

(2) 令 4 是 单 的 ，a: 4 一 B 是 满 同 态 ， 则 A/Ker(a) 央 8。 如 果 Ker(a) =0, 则 8 是 
单 的 。 如 果 Ker(a) =4， 则 B=0。 由 于 
和 在 同 态 下 的 像 是 单 模 与 零 模 的 和 ， 而 零 模 可 略 去 ， 由 定理 6.1.1， 这 仍 是 一 个 半 
单 模 。 

(3) 由 定理 6.1.1 即 得 证 。 

(4) 由 于 单 模 的 自 同 态 环 是 一 个 体 ， 因 此 是 局 部 的 ， 从 而 克 章 尔 - 雷 马克 - 施 密 特 
定理 成 立 。 

下 面 的 定理 表明 ， 对 于 半 单 模 来 说 ， 所 有 的 有 限 条 件 是 等 价 的 

定理 6.1.2 对 于 半 单 模 =Me， 下 列 条 件 是 等 价 的 : 


M0 


个 
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(1)M1 是 有 限 多 个 单 模 的 和 。 

(2)M 是 有 限 多 个 单 模 的 直 和 。 

(3)W 有 有 限 长 度 。 

(4)M 是 阿 廷 的 。 

(5)4 是 诺 特 的 

(6)W 是 有 限 生成 的 。 

(7) 是 有 限 余生 成 的 

证 明 : 对 于 由 =0， 所 有 的 叙述 均 是 平凡 的 。 假 设 Mz#0。 

“(1)=(2)"; 由 引 理 6.1.2 得 证 。 

“(2) 寺 (3)": 令 有 = 图 机 MM 是 单 的 ， 则 0 一 了 一 可 @M 一 … 一 图 肌 = 用 
是 一 个 合成 列 ， 这 是 因为 汕 儿 虽 … 甸 员 /M@… 四 M1 宇 MM, 是 单 的 。 

“(3)=(5)" 

“(5)=(6)" 

“(6) 寺 (1)": 由 定理 1.2.1 得 证 

“(3)=(4)" 

“(4)=07)" 

“(7)=(2)": 假设 省 是 无 限 多 个 单子 模 MM 的 直 和 ， 则 W 存在 形 如 M,@@M, 外 … 
@@M, 的 子 模 ， 且 直 和 项 Wi ，M ，… 是 可 数 无 限 多 个 。 令 


} 由 定理 4.1.1 得 证 


}: 由 定理 4.1.1 得 证 。 


4 = 图 咱 , ieN， 
则 显然 有 站 


人 ,) (六 4,) =0。 但 是 ， 任 有 限 多 个 4 之 交 显然 等 于 带 有 最 大 指标 i 的 那个 A。 因此 ， 
不 等 于 0。 这 与 是 有 限 余生 成 的 矛盾 。 

今 令 M 是 半 单 的 ,三 表 示 W 的 所 有 单子 模 集 ， 即 三 = 1E1E 一 MAE 是 单 的 | 。 

那么 ， 兰 是 太 上 的 等 价 关系 。 令 等 价 类 的 集 ( 今 称 之 为 同 构 类 ) 是 12Ue 几 。 所 以 
人 2 是 同 构 类 .因此 有 22, 凡人 2 = 中 (jo, el, 万 天 三 ) 。 

定义 6.1.2 B= 有 E， 称 为 用 的 齐 次 分 支 

引 理 6.1.3 今 M 是 半 单 的 ，B, 是 1 的 齐 次 分 支那 么 有 

(1)U 一 BAU 是 单 的 Ue。 

(2)W= 四 有 

证 明 : 

(0D) 由 引 理 6.1.2(2) 可 证 (1) 因 此 存在 Be 使 得 WE。 由 于 已 是 单 的 ， 没 有 更 


4 =0. 因为 对 任 naeN ，( 有 图 … 四 让,) nn4,., =0。 因 此 ,，(M,@…@ 


De 
a 但 论 
多 的 直 和 项 出 现在 E 里。 
(2) 由 于 作 是 单子 模 的 和 ， 每 个 单子 模 含 于 02 内 于 是 , W = 对 8,。 假 设 对 如 e 
名 
J， 有 D=B。n 守 B,#0。 那么 由 引 理 6.1.1， 存 在 D 的 单子 模 E。 由 于 一 局 ,， 故 由 


各 
je 


(1) 知 ,Ee0,。 由 于 E 一 袜 B， 故 由 引 理 6.1.2(2) 知 ,存在 je/ 且 让 zh, 使 Ee 


0 此 与 人 ,0 = 由 矛盾 

如 果 在 一 个 具体 的 情况 中 ， 要 确定 一 个 模 是 否 为 半 单 的 是 很 困难 的 ， 而 且 要 依赖 
于 很 特殊 的 性 质 。 根 据 这 个 观点 ， 考 虑 一 个 很 有 趣 的 ， 也 很 重要 的 例子 ， 令 R= CK 是 
群 6 在 一 个 域 K 上 的 有 限 群 的 群 环 

定理 6.1.3 《 马 施 克 定理 ) Re 和 AR 半 单  K 的 特征 不 是 6 的 秩 的 因子 

证 明 : 


拓 ": 设 尺 的 特征 不 是 n=Ord(6) 的 因子 ， 则 对 0 埃 heK，nk = 上 k++ +k(n 个 


，&,。 如果 把 RR 
仅 看 作 K 上 的 右 向 量 空间 ， 对 每 个 peEnd(R、)， 定 义 上 映射 p: R 一 R 如 下 : 


分 量 ) 是 可 逆 的 ， 记 n 1(1 e) 的 道 元 为 令 6 的 元 为 & ，& 


60D) = ET plre)e'. reR 
我 们 需要 证 明 geEnd(R,)， 对 YhkeK， 有 
Gh) = 十 plrhg)er =[ 二 并 wwe k=G0n)k 


今 令 geC， 因为 lgg,，…, gg.| = 1&i， “&.1. 有 


BE, 
plre) = > P(rgg, )g," =- plrgg,) (gg,) gg=e(r)g 
因此 有 B(rx) =B(7T)x (Vr, reR), ie. peknd(R,) 
今 令 4 一 Re， 则 4 也 是 R, 的 子 空间 。 央 此 存在 8 一 R.， 使 得 A =4@8( 作 为 向 
量 空间 的 直 和 )。 令 r: B. 一 4 是 R 到 4 上 的 投影 满 里 ,i.e. nr(a+b)=a (Vae4, 
beB)。 由 于 4 一 Rs， 故 对 aeA, 有 


~ 1 ~ 1 1_1 
i A i = 人 sa 


对 reR， 有 (= 二 > 7(rg)g, Te 
这 是 因为 zr(rg,) es4， 所 以 地 是 Rx 到 4 上 的 投影 满 射 ， 于 是 
Ri = 元 (R)G(1T- 坟 )(R) =AO(1 -#7)(R) 


二 
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因此 Rx 是 半 单 的 。 

类 似 地 可 对 R 进行 证 明 。 

“一 ": 今 令 的 特征 为 p， 且 p 是 nn 的 因子 ， 则 对 7=g, +… +g,， 那 么 来 证 明理 
想 roR 不 是 Ri 的 直 和 项 。 对 ge GC， 首先 有 rog =r。， 因 此 , =nro =0 及 mR=rok。 假 
设 RR =rR@U,， 那 么 一 定 存在 一 个 军 等 元 e， 使 得 eR =eoR = nK。 于 是 ， 由 e= mi 
(如 eK) 得 e=e = =0， 因此 r=0, 矛盾 

推论 6.1.2 邻 R 是 一 个 具有 单 右 理想 E 的 单 环 , R 是 域 #H 上 的 有 限 维 代数 ， 则 存 
在 子 域 ke 一 K= End( Ex ) 使 成 立 dimw(K) <w， 且 K 与 有 H 同 构 。 

如 果 也 是 代数 封闭 的 ， 则 有 HSK = End( Ex)。 

证 明 : 设 heh, 令 信 :BEaxm 雪 EE。 则 对 reR， 由 于 (zh)r=(xr)i， 有 Ai) e 
K。 所 以 

4 Hahm hy ek 

是 一 个 环 同 态 。 令 K,=1Im(w 业 ) 。 由 假设 R 是 有 限 维 的 ， 从 而 Ey 亦 是 有 限 维 的 。 

由 于 如 (x)=zh (YheH,xeH)，Es 在 H 上 的 基 也 是 E 在 K。 上 的 基 。 因 
此 E 也 是 有 限 维 的 。 所 以 ， 由 于 dim,,(K) dimx(E) =dimw(E) ,noK 也 是 有 限 维 的 。 

因为 是 的 有 限 维 代数 扩 域 ,所 以 ，H 车 是 代数 闭 的 ， 则 Ko 也 是 代数 闭 的 ， 
即 K，=K。 于 是 ， Hi2K =K 


习题 6.1 


1. 证 明 引 理 6.1.1 
2. (1) 今 p 是 一 个 素数 ，neN，Z /p"Z 的 最 大 半 单 子 模 是 什么 ? 
(2) 使 得 (Z Wp"Z )/U 是 半 单 的 最 小 Z- 子 模 U 为 何 ? 
(3) 找 出 一 个 模 届 和 一 上 届 ， 使 盯 非 半 单 模 但 MAU 和 是 半 单 的 。 
3. 令 MM 是 仅 有 有 限 多 个 齐 次 分 支 的 半 单 R- 模 : 
Ma = 国有 
证 明 ; (1)$=End(M,) = 国 %， 此 处 $ 是 $ 的 两 边 理想 ， 且 Si End( Bn)。 
(2) 如果 We 是 有 限 生 成 的 ， 则 5 是 半 单 的 。 
(3) 如 果 Ww 是 有 限 生成 的 且 所 有 单子 模 是 同 构 的 ， 则 5 是 单 的 和 半 单 的 。 
(4) 如 果 Ww 不 是 有 限 生成 的 ， 则 5 既 非 单 的 也 非 半 单 的 。 
4. 令 1 =HMr 是 半 单 的 ， 5 =End(M。)， 证 明 :sM 是 半 单 的 。 


模 论 


os， 


6.2 半 单 环 


若 一 个 环 在 一 边 具 有 某 种 性 质 ， 那 么 ， 一 般 来 说 ， 这 个 环 在 另 一 边 不 具有 
这 种 性 质 。 例 如 ， 左 阿 廷 环 就 不 一 定 是 右 阿 廷 环 ”所 以 ,我 们 自然 要 问 : 什么 样 的 性 
质 对 于 环 R 的 两 边 都 是 存在 的 ? 关于 此 ， 有 以 下 定理 : 
定理 6.2.1 对 于 环 R， 有: R， 是 半 单 的 conR 是 半 
证 明 只 需 证 sR 是 半 单 的 一 ARx 是 半 单 的 即 可 ， 央 为 "=" 的 证 明 是 类 似 的 
由 引 理 5.2.1， 半 单 模 sR 有 分 解 


R= 息 @Re,, 


式 中 ,4 是 iR 的 单子 模 ， 且 6, #0， oo 位 VD 王 训 上。 再 由 引 理 


5.2.1(4) 知 ，Re 有 分 解 
Rr= @eR 
因此 只 需 证 明 ， 所 有 的 e,R 均 是 单 的 。 为 此 ， 设 。 是 je i", 中 的 一 个 , 令 0#a =eae 
eR， 则 有 aR 一 eR。 因 为 希望 证 明 aR =eR- 由 此 ， 可 知 eR 是 单子 模 
由 于 eaz0 且 Re 是 单子 模 ， 令 
p: Rearem rea=raeRa 
则 易 证 p 是 一 个 同 构 。 再 令 wR = Ra@BU， 则 
y: R=RaMUaratusy (ra) =reeR 
是 wR 的 一 个 自 同 态 。 它 是 由 R 中 一 个 元 素 4 确定 的 右 乘 映射 。 因 RW = End(wR)( 见 
1.8 节 )， 于是, e =y(a) =ab。 所 以 , eeaR， 即 eR 一 aR， 从 而 eR=aR。 
有 了 这 个 定理 ， 就 有 以 下 定义 : 
定义 6.2.1 环 只 称 为 是 半 单 的 ， 如 果 R， 是 半 单 的 
于 是 ， 有 以 下 推论 : 
推论 6.2.1 
(1)R 是 半 单 的 所 每 个 右 或 左 尺 模 是 半 单 的 
(2)R 是 半 单 的 一 sR 与 Re 有 相同 的 长 度 
(3)R 是 半 单 的 ， 且 p: RS 是 满 的 环 同 态 一 S 是 半 单 的 
(4)R 是 半 单 的 所 每 个 右 及 - 模 和 左 尺 - 模 均 是 内 射 模 
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(5)R 是 半 单 的 每 个 右 R- 模 和 左 R - 模 均 是 投射 模 。 

(6)R 是 半 单 的 每 个 单 右 RR- 模 和 单 左 R- 模 均 是 投射 模 。 

证 明 : 

(1)"==": 车 RR 是 半 单 的 , 令 信 =M 是 一 个 右 R- 模 ，Y me 村 ， 则 由 定理 6. 1.1 
的 推论 ，mR 作为 Rx 的 同 态 像 是 半 单 的 。 因 此 ，M = Z™ 作为 半 单 模 的 和 仍 是 半 单 
的 。 对 左边 的 情形 可 类 似 地 证 明 

“c="; 显 

(2) 这 个 结论 已 含 于 定理 6. 2. 1 的 证 明 中 。 因 为 ， 对 于 单子 模 Re ，eR 也 是 单 的 。 

(3)Yse5, reR, 邻 sr=sp(r)， 则 5; 成 为 R- 模 。 所 以 ，5s 的 子 模 与 54 的 子 模 
相 吻 合 。 由 于 Sn 是 半 单 的 ， 故 5 也 是 半 单 的 

(4)Rx 是 半 单 的 一 每 个 右 R- 模 是 半 单 的 二 每 个 子 模 是 直 和 项 = 每 个 右 R- 模 
是 内 射 的 ( 由 内 射 模 的 定义 可 知 ) = R 的 每 个 右 理想 是 Rs 的 直 和 项 一 Ri 是 半 单 的 。 
类 似 地 可 对 左边 进行 证 明 

(5) 类 似 (4) 的 证 明 

(6) 一 ": 由 (5) 显 然 可 得 证 

“c="; 令 Soc (Rs) 是 RR 的 所 有 单 右 理想 的 和 ， 要 证 Soe (Rn) =R。 假设 Rz 
Soc( Ar ) ， 则 由 定理 1.2. 1，Soe( Rn) 含 于 R 的 一 个 极 大 右 理想 4 内 。 因 为 RA/A 是 单 右 
及 - 模 ， 故 由 假设 知 RAA 是 投射 R- 模 。 所 以 ， 存 在 同 态 p 使 图 6.1 交换 。 于 是 ，p 
0, 且 R=Im(p) +4。 但 由 于 Im(y) 是 单 的 则 有 Im(y) 一 Soc( Rs) 一 4。 从 而 ,vp = 
0， 矛盾 。 因 此 ，R = Soe( R,) 为 半 单 的 


RA 
9 
lea 
RY JRA 


图 6.1 
下 面 希 望 把 半 单 环 R 分 解 为 非 直 和 分 解 的 两 边 理想 的 直 和 。 因 R 是 半 单 的 ， 故 令 


及 = 忆 由 访 四 … 四 8 为 R, 到 它 的 齐 次 分 支 的 分 解 。 由 引 理 5.2.1， 齐 次 分 支 的 个 数 是 
有 限 的 。 因 此 希望 证 明 B,(j =1，2,，…，m) 是 两 边 单 理想 ， 且 互相 零 化 。 

引 理 6.2.1 今 4 一 R。,， 且 4 是 Rs 的 直 和 项 ， 则 由 4 生成 的 两 边 理想 RA 含有 RR 
的 所 有 作为 4 的 满 同 态 像 的 右 理 想 

证 明 : 

令 操 =49B8， 设 7: Rh 是 投影 映射 。 进 一 步 ， 令 a: 4 一 4' 是 满 同 态 且 4' 一 Rn。 
今 i: 4 一 Ar 是 包含 映射 。 于 是 ，iar e Homn( Ra，Rn)。 由 1.8 节 知 ，R 的 每 个 自 同 


人 
ys 


态 由 及 的 一 个 左 乘 映射 给 出 。 从 而 ,存在 cs 有 R 使 "=iar。 因 此， 从 r(R) =7(4) 得 
4 =iamr(R) =iar(4) =cACRA, 

定理 6.2.2 令 R#0 是 ， 令 R,=B,®B,O…®B. 与 人 R = CC,0…®C, 
分 别 为 R 与 AR 分 解 为 齐 次 分 支 的 直 和 。 则 

(1)B, j=1, 2,…，m 是 RR 的 单 的 双边 理想 。 

(2)n=m， 且 适当 调整 次 序 有 B=C, 1, 2, …,m 
B,, i=j 时 


对 i, j=1, 2, …, m 


ij 时 ， 

(4) 若 视 B, 为 一 个 环 ， 则 B, 是 有 单位 元 的 环 

(5)R 到 单 的 两 边 理 想 的 直 和 分 解 是 唯一 确定 的 

证 明 : 

(1) 车 一 B, 且 E 是 单 的 , 则 RE=B,。 事实 上 ，YreR， 则 映射 p: FEaxmme 
rE 是 一 个 满 同 态 。 因 EE 是 单 的 ，p 是 零 映 射 ， 即 rE =0， 或 者 p 是 一 个 同 构 。 即 BE 妆 
rE。 因此， 有 rE 一 B,。 反 之, 令 EE'， 则 由 引 理 6.2.1 知 上 有 形式 E' =rE， 从 而 
有 一 RE。 于 是 就 有 RE =B， 

由 有 = 光志 RB,= 记 RE = 》B,=8,。 因 此 ，B 是 一 个 两 边 理想 。 令 Ax*0 


A 
是 一 个 两 边 理 想 且 含 于 B, 内 ， 则 4 是 半 单 的 。 因 此 ， 存 在 一 个 单 右 理想 使 E 一 
An 一 Bs 于 是 ，B,=RE 一 RA =4 一 B,。 所 以 , 4 =B,， 即 B, 作 为 两 边 理 想 是 单 的 。 

(2) 对 应 地 ，C,(1， 2，…，,n) 也 是 单 的 两 边 理想 。 由 于 B.C, 是 两 边 理想 ， 它 既 含 
于 B, 内 又 含 于 CG, 内。 又 由 于 8B, 与 6 均 是 单 的 , 故 有 B.C =0 或 B=B,C,=C,。 对 固定 
的 记 =1，2，…，m， 至 少 存在 一 个 所 使 得 B= ;。 否则 , 就 有 BR= Bi。 
C=0, 矛盾 。 若 还 存在 这 样 的 一 个 由 使 B=B,C,=C,， 则 有 C=C,， 矛盾 。 对 应 
地 ， 对 每 个 名 =1，2，…, n， 存 在 使 所 以 结论 成 立 

(3) 由 R= 图 B, 得 RB,= 妨 = 国有 及， 从 而 得 证 

(4) 由 (3)，B; 是 双边 -理想 与 B, 的 双边 及 - 理想 相 吻 合 。 因 此 ，B, 作为 环 是 
单 的 。 令 1= 于 ,fe B,， 则 由 引 理 6.2.1 知 ，B,=/.R, /是 及 的 中 心寒 等 元 。 对 
4=freB， 有 4 妇 =f/b=f*r=f'r=b。 因此 /是 B, 的 单位 元 

(5) 类 似 于 (4) 的 证 明 

定义 6.2.2 在 定理 6.2.2 中 出 现 的 单 的 双边 理想 B (i=1,，2,，…，,m) 称 为 R 
的 块 。 

推论 6.2.2 邻 RR 是 半 单 环 , 则 RR 的 块 的 个 数 等 于 单 右 R- 模 的 同 构 类 的 个 数 ， 也 
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等 于 单 左 R- 模 的 同 构 类 的 个 数 

证 明 每 个 单 右 尺 - 模 或 单 左 R 一 模 分 别 同 构 于 RR 的 右 理想 或 左 理想 (这 是 因为 Re 
到 循环 R- 模 的 每 个 满 同 态 分 裂 ) 。 因 此 ， 仅 需 考虑 单 右 或 左 理想 ， 而 这 由 定理 6.2.2 
即 可 得 证 。 


6.3 稠密 定理 


在 所 有 的 考虑 中 ,大 部 分 是 从 右 尺 - 模 讨 论 起 ,把 尺 - 同 态 写 在 M 的 元 素 的 左边 。 
邻 5=End(MM) 是 MM 的 自 同 态 环 ， 那么，MW 可 视 为 (S，R) - 双 模 。 事 实 上 ， 这 个 约定 
对 许多 情况 是 合适 的 ， 但 全 部 的 都 合适 ， 特 别 地 不 适合 如 下 情形 ， 那 就 是 一 开始 
提 到 过 的 阿 贝尔 群 杂 

为 了 证 明 上 面 使 用 过 的 约定 能 在 下 面 运用 和 证 明 下 列 结果 的 正确 性 ， 必 须 做 一 说 
明 ， 其 中 不 需要 进一步 假设 任何 东西 

定义 6.3.1 令 尽 和 有 分别 是 具有 乘法 “和 乘法 "。 的 环 。 有 R" 叫 作 只 的 反 环 :名 

(1)R 的 加 群 与 R 的 加 群 相同 ; 

(2) Vr, seR, r*s=sor 

注 : 

(1)R 只 存在 一 个 反 环 R ; 

(2)R® 

(3)R 是 交换 的 = R =R 

证 明 : 

及 "的 存在 性 : 定义 ( R?，+ ) = (R，+ ) ， 且 乘法 为 


sor=r*s, (r, seR), 


则 R* 是 RR 的 反 环 
R? 的 唯一 性 : 令 R' 是 RR 的 具有 乘法 ”*" 的 反 环 ， 由 定义 ， 有 
(R*, +)=(R, +)=(R°, +)。 
进一步 地 有 ，s*r=r*s=sor, r,seR， 故 R" =R*， 显然 可 证 注 (2)、 注 (3)。 
由 定义 ， 通 过 互 换 边 旁 ,有 的 所 有 性 质 可 以 过 渡 到 Re 上 。 
注 : 令 HW =Mr， 定 义 rom =mr, 对 玫 EMH，reRe， 则 构成 左 Re - 模 wM。 而 只 
的 作为 MW, 的 子 模 的 子 加 群 恰好 也 是 ci 的 子 模 。 


7 


ies 
人 


本 题 的 证 明 留 给 读者 。 

由 于 已 讲 将 明 边 的 变换 的 意义 ， 因 此 假定 W = wMW。 进一步 ， 令 了 = End(Wz ) (M 
的 所 有 和 群 的 自 同 态 环 ) ， 则 它 里 面 的 自 同 态 也 可 应 用 在 左边 , 使 W = zW。 对 每 个 reR， 
左 乘法 


1: sx mreM 


是 了 中 元 ， 映 射 
vy: Rarmr "eT 
可 直接 证 得 是 环 同 态 。 

RW = Im( 峭 ) 称 为 模 sf 的 左 乘 环 ，Ker( 峭 ) 是 尺 内 的 两 边 理想 ， 由 所 有 满足 mW =0 
的 reR 构 成 。 

定义 6.3.2 模 届 叫 作 忠 实 的 :YreR,，rM=0=r=0 号 Ker( 业 ) =0。 当 RR 是 忠 
实 的 时 ， 可 把 尺 与 R" 视 为 同一 ， 从 而 R 一 了 

定义 6.3.3 令 T 是 任意 环 , 4CT(7 的 子 集 ) 则 

Cent(4) = jlteTAY， aeA (at=ia) 
叫 作 4 在 了 内 的 中 心 化 子 。 

显而易见 ，Cent(4) 是 7 的 具有 单位 元 的 子 环 ，Cent(7) 是 7 了 的 中 心 。 

引 理 6.3.1 令 M=nM, T=End(Mi), 5=End(nM), 则 

(1)5=R'=Cent(R®), 

(2)R CR"=Cent( Cent( R'" )) 

(3)R’=R" =Cent(Cent(Cent(R" ) ) ) 。 

证 明 : 

(1S 一 Cent(RO ): 令 goes, 则 对 YreR, xeM: o(r)=ro(x), 故 gr" = 
ro 一 reCent(RO)。 令 reCent(R) 一 7r 0 =r rz，VreR 一 7(rx) =r(rt) 一 Te 
S。 

(2) 与 (3) 可 由 中 心 化 子 定义 得 到 。 

现在 提出 两 个 有 趣 的 问题 : 在 何 种 条 件 下 ，R' = R"? 在 何 种 条 件 下 ，R' 天 R? 
而 且 ， 我 们 观察 到 Rw 和 R" 是 依赖 于 MM=nM 的 。 

例子 : 

1. 如 果 扩 = W 关 0 是 一 个 自由 模 ， 则 wMW 是 一 个 忠实 的 R- 模 ， 那么 有 R= R"。 

2. 令 oM=zQ, 则 Z =Z0,S=Z'=Z"2Q。 

3. 设 V=W 是 域 (或 体 )K 上 无 限 维 向 量 空间 。 令 R 是 7=End(V) 的 由 V 的 恒 等 
映射 和 WV 的 有 限 秩 线 性 映射 生成 的 子 环 。 则 有 以 下 结论 : 


ee 
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QODV=nV 是 单 R- 模 。 

@R’ =End(nV) =K" (2K). 

@R" =RzR"=End( Vs )。 

四 对 于 VV 中 有 限 多 个 元 素 , ,7r,，…, r, 和 aeR", 存在 reR, 使 0, =m，(i=1， 
2 

证 明 : 

结论 ED Y0 关 eVY， 则 可 将 x 扩充 成 V 的 一 组 基 |xliell。VYyeV, 令 
dz) =y, (x ) =0 (ie1 iz#1)。 显 然 4 eR， 因 此 有 Rx, =V， 从 而 V=rV 是 单 
R- 模 


结论 加 Vp eR', 设 |x,lie1| 是 VW 的 一 组 基 ， 则 xp = > maa(n 是 有 限 数 ，an 
[a 


可 以 是 0). 令 AeR, + 


vy, k=i 
£ 则 由 于 pA4 =4p, 有 (hx)p =4((z)9p)。 注 
所 一 0， 人 天 1 


意 ， 由 于 nV 是 左 R- 模 ， 故 模 同 态 p 写 在 x; 的 左边 。 从 而 (%)p =x%ar， 于 是 Ya e ix 
le 人 则 有 zp =z%ao 故 (Ax)p=A(xp) = x = w= a =@， 即 存在 a 
使 wp =xa 

下 面 证 明 ，Yx eVY， 均 有 xp =xa。 

车 * =0， 则 显然 有 0p =0 =0a。 

若 x 关 0， 则 * 可 扩充 为 一 组 基 |x| U |yljeJ|。 若 xe |x,lie1|， 则 显然 有 xp = 
xas 若 xg ixliel|, 则 3% 使 x 与 线性 无 关 。 不 妨 设 x 与 x 线性 无 关 。 显然 对 ze 
1x nlyljeJ|，34 使 zp=z。 


a 
于 是 ， 令 4; | Map) = (hg 如 =e 习 e=b 所 以 sp=*a， 
i 


YreV=peKk"= R=End(rnV)CK". 显然 有 K"”C End(rV), 所 以 就 
有 End(xY) =K” 


“KK， 故 "= End( Vr ) 是 线性 空间 We 上 的 所 有 线性 变换 。 因 
此 R"#R=R" 

结论 全 是 下 面 定理 6. 3. 1 的 特殊 情形 。 

定义 6.3.4 今 R 和 5 是 环 ,iM 和 sM 是 具有 同一 加 群 的 模 ,nM 叫 作 在 sM 内 稠密 
的 :人 S 对 任意 有 限 多 个 元 素 x,，x;,，…，, x,e 叶 和 se5 存在 reR 使 得 sx, =rx,， 这 里 的 
jh 


定理 6.3.1( 稠密 性 定理 ) 每 个 半 单 模 sM 在 xM 内 稠密 。 


是 任意 模 ， 它 的 直 和 项 ， 因 此 N =U@N,。 今 令 R"= 
Re 是 尽 关 于 的 双重 中 心 化 子 人 R"U=U, ie.U 是 ,Ui 的 R"- 子 模 。 令 7 是 
WN 到 已 的 投影 映射 , n 是 U 到 NN 内 的 包含 映射 , 则 有 mr es 及 = Homs(N，N) ， 
Im(mr) =U。 对 于 re R", ue U, 得 到 


mu =rmzr(ua) =mmr(u) =mr(ru) el 


从 而 RU=U。 

今 令 N 是 半 单 的 , xe N， 则 R, 是 N 的 直 和 项 取 U=Re, 则 有 Rx=R'Rx。 由 引 
理 6.3.1(2) 知 ，R"Rx =R"x。 于 是 就 有 Rx = R"x。 因此， 对 每 个 xeN 与 "eR", 存在 
rm eR 使 得 rox = 


Du. 这 里 由, =MW，i=1, 2，…，n， 则 有 


N= Lu,= 四 路. 


第 二 步 ， 令 W = af 是 半 单 的 ，N 


式 中 ,，M/' MM 

因此 入 是 半 单 模 MM' 的 直 和 ， 所 以 本 身 也 是 半 单 的 。 今 记 R 关 于 入 入 的 双重 中 心 
化 子 分 别 为 局 和 民 

断言 : 对 "eR 和 (x ，x;，*…，x,) EN， 定义 

PM, Wa ) = rm ,) 
则 六 构成 1- 模 。 映 射 P: Na (xm me) EN 是 的 中 的 元 素 。 
R% araPre R" 是 一 个 环 单 同 态 ， 模 的 性 质 是 显然 的 。 剩 下 要 证 明 的 是 产 e R*。 令 
一 

分 别 是 投射 映射 和 包含 映射 ， 则 有 : 


rn (xi ro) = 人 Ka 


Pn =m0，…,， 0, ，0，…， 
亦 即 : mr; = mi P=。 由 于 半 Wx,=1、， 对 于 YeeHoms(N，N)， 有 
9=lely= 过 nnenn, 


由 于 M,=M, 故 pm eHomn(M， MM) 
因此 ， 


rp =7 ET nnenn= EY nr npn)n, 
= EEnneonr n= TE nenn)r 
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po 
此 为 所 欲 证 者 。 


第 三 步 ， 今 令 5，m，…， EN 普 < Rs， 将 第 一 步 应 用 到 N = [| ML.， 其 中 


及 =MM(i=1，2，…，n)， 则 对 x= (zl， ma，…，z) EN 和 产 ERv"( 疡 )( 产 在 第 二 步 的 
意义 下 对 应 ") ， 存 在 meR 使 得 
mx = (7otl，…，mots) =mx = (mx ，…，mxs)。 
因此 ， 有 
tox =, i=1, 2，…，nmo 

推论 6.3.1 令 wM 是 单 的 ， 且 以 在 体 K=End(nM) 上 是 有 限 维 的 ， 则 R" =R”。 

证 明 : 

令 x，…，ax 是 :MM 的 一 组 基 ， 则 对 于 每 个 we R"， 存 在 reR 使 得 ox =mi (i=1， 
2，…, n)。 由 于 og 和 "是 线性 映射 因此 ,or =r 。 所 以 R" 一 RW。 另 一 方面 ，R'" 
一 R", 故 R=R" 

推论 6.3.2 令 iM 是 单 的 ,sR 是 阿 廷 的 ， 则 必 在 K=End(nM) 上 是 有 限 维 的 ,并 
有 RY =R" 

证 明 : 

由 推论 6.3. 1， 仅 证 wW 是 有 限 维 的 。 假 如 不 是 这 样 ， 则 kM 内 存在 一 可 数 无 限 集 线 
性 无 关 元 素 : x 训令 4,=JalaeRAar =…=ax,=0|, 则 4, 是 R 内 
的 左 理想 。 由 于 存在 a, e 4 使 得 a,x,,, 0( 定 理 6.3.1)， 故 成 立 4, ,= 4,,,。 于 是 得 到 
左 理想 无 限 链 : 


有 


此 与 AR 是 阿 廷 的 矛盾 


习题 6.3 


1. 对 模 Ww 证 明 : 

(TD)M 是 半 单 的 拓 W 没 有 大 的 真子 模 。 

(2) 令 打 是 有 限 生 成 的 ， 则 W 是 半 单 的 人 W 没有 大 的 极 大 子 模 。 
(3) 构 造 一 个 不 具有 大 的 极 大 子 模 的 非 半 单 模 。 
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7.1 根基 与 基 座 


定理 7.1.1 令 以 =Mn 是 一 个 R- 模 , 则 有 


(CD ZE 4= ,0, B= MM Ker(p) 
Tr et 


(2) ,0,4= D3 = 学 Im(e) 
4 人 的。 waitN) 

证 明 : 

(1) 依 次 将 要 证 明 相等 的 的 三 个 子 模 记 为 山 ， 心 ， 心 

“Ui 一 Ui": 令 aeU,， 假设 aR 不 是 届 的 小 子 模 ， 由 引 理 3.1.2 ， 存 在 的 极 大 
子 模 C 使 得 a#gC。 因 此 agU,， 矛盾 。 所 以 aR 一 守 ， 从 而 a eaR 一 UU 

“Uy 一 U2": 令 B 是 1 内 的 极 大 子 模 ，w: MM/B 是 自然 满 同 态 ， 则 Ker(vs) = 
B8。 于 是 


UC N Ker(w) = NB=U, 
ev av 
Cg Cr 


“一 U": 由 引 理 3.1.1(3), 有 4 一 村 二 pg(4) 一 N，Ye: MN。 如 果 和 NN 是 
半 单 的 ， 则 0 是 唯一 的 小 子 模 。 因 此，p(4) =0， 亦 即 4 一 Ker(g)， 所 以 U, 一 Us。 

(2) 仍 依次 记 子 模 为 U,，U;,，U; 

*“U, 一 U,": 如 果 B 是 以 的 单子 模 , 4 一 凡 ， 则 4MB 关 0。 所 以 , 4nB=B， 从 而 
8 一 A。 因此, U, 一 U。 

“U, 一 U,”: 因为 半 单 模 的 同 态 像 仍 是 半 单 的 ， 同 样 地 ， 半 单 模 的 和 也 是 半 单 的 ， 
所 以 Us 是 if 的 半 单子 模 ， 从 而 Us 是 的 单子 模 的 和 。 由 于 凡 是 的 所 有 单子 模 的 
和 ， 故 有 Us 一 U,。 

“UU 一 UU": 可 以 断言 U, 是 半 单 的 。 令 C 一 Ui，C' 是 C 在 届 内 的 交 补 ， 则 有 C+ 


ws 


C'=C@C 一 rM。 因此，U, 一 C+C'。 由 模 律 (注意 CC 一), 则 有 U=C@(C'N 
U,)。 于 是 ，U, 是 半 单 的 。 令 !: U, 一 M 是 包含 映射 ， 则 有 U, = Im(1) 一 Us。 

定义 7.1.1 

(1) 定 理 7.1.1(1) 定 义 的 子 模 叫 作 W 的 根基 ( 简称 根 ) ， 记 为 Rad(M) 。 

(2) 定 理 7.1.1(2) 定 义 的 子 模 叫 作 W 的 基 座 ， 记 为 Soc( M) 。 

推论 7.1.1 

(1) 对 meMsn， 有 : mR 一 Me meRad (M)。 

(2)Soc( M1) 是 届 的 最 大 半 单 子 模 

请 读者 自己 证 明 这 个 推论 

定理 7.1.2 

(DoeHom(M, N) = ¢(rad(M))— Rad(N) NpSoc( M)— Soc( N)。 

(2)Rad( M/Rad (M)) =0 AN YC — M, Rad (M/C) =0 = Rad(M)— C, ie, 
Rad( M) 是 使 得 Rad( MAC) =0 的 最 小 子 模 

(3)Soc (Soc( M)) = Soc (NM) A YC— M, Soc(C)=C = C— Soc(M), ie. 
Soc(M) 是 以 的 自身 与 其 基 座 相 吻 合 的 最 大 子 模 。 

证 明 : 

(1) 由 Rad(M) = ,4 得 p(Rad(M)) = Zr). 由 引 理 3.1.1 知 ,，p(4) 一 
N。 因 此 ，gp( Rad( WM) ) 一 Rad(N) 。 巾 于 半 单 模 的 同 态 像 仍 是 半 单 的 ， 故 p( Soc(M) ) 一 
Soc( N) 

(2) 断 言 : MAC 的 极 大 子 模 A 是 作为 W 的 极 大 子 模 B8 一 MM 在 v: M 一 M/C 下 的 像 
而 得 到 的 

证 明 可 参见 引 理 1.5.5， 或 者 直接 证 明 如 下 : vw“'(A) =ANIm(v) =A。 令 B= 
v (A)AC 一 8B 一 以 ,由 于 A 是 极 大 的 ，( M/C)/A = (M/C)/(B/C) 妆 M/B， 因此 B 
是 的 极 大 子 模 

断言 如 果 ( B,1ie 站 是 必 的 子 模 族 ， 并 且 ，VYie1, C 一 B,, 则 有 

NM (B/C) = (NB)/Cs 
显然 ，( nnB)/C 一 (B/C)。, 今 令 u+Ce nn(B8,/C)， 则 对 每 个 i， 存 在 be B,， 


使 得 w+C=b+C, 有 uwu=B,+eceb,+C=B( Viel), 所 以 u+Ce(NB,)/C。 
现在 应 用 这 些 结论 来 证 明 上 面 的 结果 。 
Rad(M/Rad(M))= NM A 
在 MM/Ral( 如) 内 极 大 
= _ mm (B/Rad(M)) 
Po 


[Te 


模 论 


a 


=( ,MB)/Rad( M) 
Crime 
=(, ,NB)/Rad( M) 
=Rad( M)/Rad( M) 
=0 

今 令 C 一 MARad (M/C) =0， 则 对 映射 v: M 一 M/C， 由 (1),v(Rad(M)) 一 
Rad( M/C) =0。 所 以 Rad( M)— Ker(v) =C 

(3) 因 为 Soe(4%W) 是 的 最 大 半 单 模 ， 故 单 模 与 它 的 基 座 相 吻 合 。 因此 ， 
Soc (Soe(HW) ) =Soc(M)。 令 Soc( MM) =C， 则 C 是 半 单 的 。 于 是 有 C 一 Soc( M) 

推论 7.1.2 

(1) 满 同 态 pg: MW 一 NAKer(p) 一 一 pl(Rad(MH)) = Rad(N)A 
Rad(M) =p (Rad(N) ) 

单 同 态 p: MNANIm(p) ~ N= ¢(Soc( M)) =Soc( VN) NSoc(M) =p (Soc(N) )。 

(2)C—M= Rad(C)— Rad(M) ASoc( C)— Soc( M) 

BM= OM Rad(M) = @ Rad(M,) MSoc( M) = @ Sor( M,) 

(WM= BM M/Rad(M) SOLM,/Rad( M,) 

证 明 : 

(1) 由 定理 7.1.2 知 (Rad(MW)) 一 Rad(N)。 今 设 U 一 AN- 对 A 一 MM, 令 A+ 
ep '(U)=M, 

由 于 是 满 同 态 ， 故 w(4) +U=N。 于 是 ，g(4) =N- 所 以 4+ Ker(p) =M。 由 于 
Ker(p) 一 让 ， 故 得 4= 有 。 亦 即 一 (一 有 二 (CU) 一 Rad(MN) 一 (pp (VU))=U 
一 8(Rad(MH))。 因 此 ，Rad(N) 一 P(Rad(W) )。 此 即 为 所 欲 证 者 

由 wp(Rad(W)) =Rad(N) 及 Ker(p) 一 Rad(W) 得 Rad(MW) =Rad(M) + Ker(p) = 
pg 'p(Rad(M)) =p (Rad(N) )。 另 一 方面 ， 由 定理 7.1.2， 对 于 基 座 ， 有 wp(Soc(M) 
一 Soc(N)。 今 令 有 一人 是 单 的 则 由 于 Im(g) 一 N, 有 一 Im(e) 一 (E) 一 Soc 
(M) = pp "(EE)=E— op(Soc(M)) = Soc(N)— gp(Soc(M)), 由 w(Soc(MW)) = 
Soc( NN) 可 得 

Soc(M) =p "op(Soc(M)) =p "(Soc( N)) 

(2) 令 1: C 一 M 是 包含 映射 ， 则 由 定理 7.1.2 得 

Rad(C) = 人 (Rad(C)) 一 Rad( M). 
Soe(C) =l(Soc( C))— Soc( M) 

(3) 由 (2)，Rad( MM) 一 Rad(W) ， 因 此 ， 

吾 Rad(M,) = @ Rad( M.)— Rad( M) 
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令 m= 于 me Rad( 计 )，7,: 及 一 届 , 是 第 i 个 投影 映射 则 由 定理 7.1.2 知 
7.(m) =m,e Rad( MM)。 所 以 ,me Rad( 员 )。 因 此，Rad( 休 ) 一 ®Rad(M,)， 从 而 结 
论 得 证 。 对 于 基 座 可 类 似 地 证 明 。 

(4) 我 们 首先 作 一 个 映射 p 如 下 : 

9: M/Rad(M)— @ (M/Rad(M.)), 
令 本 me @@M(m,e 员 ,) 是 用 中 的 任 一 个 元 素 ， 则 令 
p(T m) +Rad(M))= EF Lm,+Rad(M.)]e @[M/Rad(M,)]。 


入 

“gp 是 定义 良好 的 映射 ": 令 ( 袜 由 ) +Rad(M) = (mm) +Rad(W) ， mi，mie 
内, 则 袜 (m -mm) e Rad(M) 因此 ,由 (3)， mi -mieRad(M)， 所 以 有 mi+ 
Rad(M) =m'+Rad(W) ,从 而 并 (m, +Rad(MW)) = 垃 (m'+Rad(MW,)) 。 易 证 p 是 
模 同 态 

“p 是 单 同 态 "; 令 p(( Bm) +Rad(M)) = DIm,+RadM)] =0, 则 me 
Rad(M)，(Ym)- 由 于 Rad ( 册 ) 一 Rad (村 )， 所 以 有 (于 m) + Rad(M) = 
Rad(MW) ， 故 Ker(p) =0。 即 为 单 同 态 ,显然 ,9 是 满 同 态 ， 从 而 w 是 模 同 构 。 

例子 如 下 : 

1.Rad(Z ,) =0, Soc(Z ;)=0 

2.Rad(Q; ) =Q: ,这 是 因为 YeO, 9Z 一 0( 见 3.1 节 )， 这 也 等 价 于 Qz 没有 
极 大 子 模 

3. 令 neZ ,na>1， 则 "有 如 下 素数 宕 的 唯一 分 解 : 
pe p,#p),, 对 i#j, m, >0。 
， 从 而 p,Z 是 含有 nZ 的 极 大 理想 (i=1，2，…， 


n=p" 
Z 的 极 大 理想 是 由 素数 生成 的 素 理 
k), 于是, 有 


MpZ =ppapiZ 
因此 有 
Rad( 了 AnZ ) =( Mp7 )MnZ =p. piZ /no 
所 以 有 
Rad( Z /nZ ) =0 3 n =p pee 

同样 地 ， 当 n=0 与 4a=1 时 , Rad( Z /nZ ) =0 

下 面 确定 Soc(Z /LnZ )， 显 然 %=0, 1 时 ,Soc(Z /nZ ) =0 

首先 有 : Z /nZ 是 单 Z- 模 = 是 素数 。 亦 即 ， 如 果 n=p 是 素数 ， 则 Z /pZ (作为 


ey 


Deg 
pe 模 论 
环 ) 是 域 。 因 此 作为 Z- 模 它 是 单 的。 如 果 n 至 少 有 一 个 真 内 子 g， 则 9Z /nZ 是 Z /nZ 


的 非 零 真 子 模 。 由 于 


227/nZ 关 Z APZ (i=1,2, ,kh) 


利用 4+B/B4L4mB 可 知 ， 模 2 是 Z /nZ 的 单子 模 。 因 此 


27 -人 #2 ] AnZ = 


7 /nz 一 Soe(Z /nZ )。 
pi ps 


另 一 方面 , 令 9Z /nZ (其 中 n=gn,) 是 Z /nZ 的 单子 模 。 由 于 
4Z /nZ 27 /m2Z, 


m 必定 是 素数 p,… p, 中 的 某 一 个 ， 比 如 说 p,， 因此 9 = 六 于 是 , Soc(Z /nZ ) = 


1 
pp 


特别 地 推导 出 下 列 一 些 特殊 情形 : 
Rad(Z /ppsZ ) =0, Soc(Z /pep ) = 了 AP ， 
Rad(Z /p°Z ) =pZ /p°Z 7 /1°"'Z 
Soe(Z AZ ) =p""'Z /p'Z 7 /pZ 


ZLnZ 。 


习题 7.1 


1. 证 明 对 一 个 环 尽 下 列 叙述 是 等 价 的 : 

(1) 对 每 个 右 尺 - 模 M， 有 Rad(MW) 一 只 

(2) 不 存在 右 R- 模 MMz#0, 使 Rad(M) = 

2. 证 明 对 一 个 环 ， 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(1) 对 每 个 右 R- 模 届 ， 有 Soc(M) 一 MM 

(2) 对 每 个 循环 右 R- 模 属 , 使 Soc(M) 一 MM 

(3) 不 存在 右 R- 模 Mz#0, 使 Soc(M) =0。 

3. 令 Soc(M)— Bs — Me NaeMNagB, 

(1) 证 明 : 存在 CM, 使 B 一 CMagC. 

(2) 证 明 : Soc(M) 一 Bn 一 Mr=3 B= N.C: 
(3) 证 明 : Soc(M) 一 4 一 员 ，ASoc(M/A) 一 M/A 一 4 一 用 
4. 对 下 面 给 出 的 环 R， 确定 Rad ( 尺 ) 、Soc (wR) 与 Soc ( Rn )。 验 证 是 否 成 立 

Soc( Rn) =Soc(nR) 。 
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其 中 ,，Z 是 整数 环 ，Q 是 有 理 数 域 ，R 为 实数 域 。 


7.2 根基 的 进一步 讨论 


定理 7.2.1 今 必 = 以 ,， 则 有 
(DAW 是 半 单 的 一 Rad(W) =0 
(2)M Rad( Rn) 一 Rad(W) 
(3)W 是 有 限 生 成 的 二 Rad(W) 一 ， 特 别 地 ，Rad( Ra) 一 Re。 
)W 是 有 限 生成 的 ， 并 且 4 一 Rad( Rr) 所 4 一 Ar 二 14 一 4。( 中 山 引 理 ) 
(5)W 是 有 限 生 成 的 ， 并且 M0 一 Rad( M) 考 M。 
(6)Rad( R,) 是 RR 的 两 边 理想 
(7) 对 每 个 投射 模 Pr， 有 Rad(P) = PRad( Rs) 
(BC— NM [C+Rad(M)]/C™— Rad(M/C), 
证 明 : 
(1)W 是 半 单 的 一 每 个 子 模 是 直 和 项 一 0 是 唯一 的 小 子 模 。 于 是 ，Rad( M) =0。 
(2) 邻 me， 则 gp: Rear mreM， 是 一 个 同 态 。 由 定理 7.1.2， 有 
mRad( Ri) =p,( Rad( Rs) )— Rad( M) 。 
= BmRad( Rs) =MRad( Re) Rad(M). 


(3) 邻 Rad( MM) +C=W。 假设 C 关 M， 那 么 由 于 计 是 有 限 生成 的 ，C 含 在 的 极 大 

子 模 甩 内 (定理 1.2.1)。 因此, MW=Rad(W) +C 一 有 ， 从 而 有 C =M。 于 是 ， 有 
Rad( MD) 一 MM 

(4) MA — MRad( Ra) — Rad( M)~— M = MA ~ M. 

(5) 因 为 由 关 0 人 ARad(MNH) 一 村， 有 Rad (及 ) 关 MM。 否则 ,车 Rad (M) =M 一 
Rad(MW) +0= 有 以， 从 而 0 = 以 ,矛盾 

(6) 今 Mi = Rs， 由 (2) 可 得 证 

(7) 由 3.3 节 的 对 偶 基 引 理 ， 设 (7 ，w) 是 投射 基 , 对 we Rad(P), 则 有 pi(u) e 
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Ln 
人 


Rad( Ra) (定理 7.1.2)。 故 有 
u= 5 yp,(u) ePRad(R,) 

所 以 ，Rad(P) 一 PRad( Rs) 。 由 (2) ， 其 道 包含 也 成 立 ， 故 结论 得 证 

(8) 令 v: M 一 M/C 是 自然 满 同 态 ， 则 有 

[C+Rad(M)]/C=v(Rad(M))— Rad( M/C) 

现在 希望 证 明 : 如 果 是 阿 廷 的 ， 则 M/Rad(W) 是 半 单 的 。 而且 能 从 下 面 更 一 般 
的 定理 推出 结果 。 

定理 7.2.2 

(1)MM 的 每 个 子 模 在 M 内 有 加 补 人 Rad(MW) =0 6 是 半 单 的 

(2)M 是 阿 廷 的 人 Rad( M) =0 定 扩 是 半音 的， 并 且 W 是 有 限 生成 的 

证 明 : 

(D*=": 令 C 一 MAC 是 C 在 米内 的 加 补 , 则 N=C+C ACNC 一 
Rad(MW) =0。 因 此 ，MW = (5 图 C 一 凡是 半 单 的 

显然 将 证 

(2) "一 ": MM 是 阿 延 的 = 每 个 子 模 有 加 补 ， 由 (1) 知 衣 是 半 单 的 .由 于 是 半 单 
的 和 阿 廷 的 ， 由 6. 1 节 知 ，W 是 有 限 生成 的 

“c="; 由 必 是 半 单 和 有 限 生成 的 知 ，M 是 阿 廷 的 (6.1 和 节 ). 故 Rad(W) =0 是 显 

推论 7.2.1 MM 是 阿 迁 的 一 M/Rad( MM) 是 半 单 的 特别 地 ，R 是 阿 廷 的 = 
R/Rad( R) 半 单 。 

证 明 留 给 读者 作为 练习 


习题 7.2 


1. 证 明 推论 7.2.1 

2. 证 明 : 对 模 M 下 列 是 等 价 的 : 
(1)M 是 有 限 余生 成 的 人 Rad(W) =0; 
(2)M 是 有 限 生成 的 人 W 是 半 单 的 
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7.3 环 的 根基 


这 节 的 主要 结果 是 等 式 : Rad( Rn) = Rad(xR) 

引 理 7.3.1 下 列 条 件 对 R 的 子 模 4 一 Rx 是 等 价 的 : 

(4 一 Rn; 

(2)4 一 Rad(Rn); 

(3) Yae4A, 1-a 在 R 内 有 右 道 ; 

(4) Yae4, 1 -a 在 R 内 有 道 

证 阴 : 

“(1) 一 (2)": 由 根基 的 定义 可 得 

“(2) 二 (1)": 由 定理 7.2.1(3) ，Rad( Re) 一 Ra， 因此 4 一 Rao 

“(1) 一 (3)": YaeA 及 YreR, 有 ut+(1-a)r=r 二 4+(1-o)R=R 二 (1- 
a)R=R( 因 为 4 一 Rs) 一 (3) 

“(3) = (4)": 设 3reR 使 (1 -a)r=1, 则 r=1+ar=1-( -ar), 由 于 -are4， 
故 存在 seR 使 得 rs =[1 一 ( -as)]s=1。 央 此 , + 有 1-a 作 为 左 逆 元 ，s 作为 右 逆 元 ， 
从 而 二 者 相 吻 合 。 于 是 有 1 =rs =r(1 -a) ,i.e.r 是 1 -a 的 道 。 

*(4) = (0 ": 设 38 一 RR 使 4+B=Rs, 则 1=a+b, aeA, beB, ie.b=1- 
a。 从 而 存在 r 使 =(1-a)r=1 故 B=R, ie4 一 Re 

注 : 

(1) 在 文献 中 ， 具 有 性 质 (3 ) 的 右 理想 也 称 为 是 拟 正则 的 。 

(2) 显然 这 个 定理 对 于 左边 也 成 立 

定理 7.3.1 Rad(R,) =Rad(nR) 

证 明 : 对 4= Rad( Ru) 应 用 引 理 7.3.1。 对 此 ,， 引 理 7.3.1 中 的 (4) 成 立 。 由 定理 
7.2.1 知 4 是 两 边 理想 ， 故 4 也 是 左 理想 ， 所 以 引 理 中 关于 等 式 左边 的 叙述 也 成 立 。 因 
此 ，Rad( Rn) 一 Rad( wR) ， 由 对称 性 ， 反 包含 关系 也 成 立 ， 从 而 等 式 成 立 。 

定义 7.3.1 Rad(R) = Rad(ARx) = Rad(nR) 

- 般 地 ，R/Rad(R) 不 是 半 单 的 。 例 如 ,对 R=Z 有 Rad(Z ) =0, Z /Rad(Z ) = 
ZL(0)sZ ， 而 Z 是 非 半 单 的 。 然而， 如 果 RARad (R) 是 半 单 的 ， 则 可 得 到 有 趣 的 
结果 

定理 7.3.2 如果 RR 是 一 个 环 ， 且 R/Rad( R) 是 半 单 的 ， 则 有 : 


-概论 


(1) 每 个 单 右 RR- 模 或 单 左 RR- 模 同 构 于 ( R/Rad(R)), 或 ( R/Rad(R) ) 的 一 个 
子 模 

(2)R/Rad( 有 R) 的 块 数 是 有 限 的 ， 等 于 右 尺 - 模 的 同 构 类 的 个 数 ， 也 等 于 单 左 尺 - 
模 的 同 构 类 的 个 数 。 

证 明 : 

(1) 因 每 个 循环 右 R- 模 M = mR 是 Rs 的 同 态 像 ， 于 是 就 有 MsR/4(4 一 Re) 
如 果 Mi 是 单 的 ， 则 4 一 定 是 极 大 的 。 因此 ，Rad(R) 一 4， 于 是 得 

MR/AS[ R/Rad( R)]/IA/Rad( R)] 

由 于 及 =R/Rad(R) 是 半 单 的 ， 4 =4/Rad(R) 是 一 个 直 和 项 ， 因 此 Ri = A@B。 于 
是 ，Mw 尖 Br。 类 似 地 可 证 " 左 "的 论述 

(2) 就 像 我 们 所 知道 的 ， ,的 R- 子 模 与 玉 的 右 理想 相 吻 合 。 两 个 RR- 子 模 同 构 
作为 下 的 右 理想 是 同 构 的 。 于 是 由 引 理 5.2.1 和 推论 6.2. 1， 结 论 成 立 

在 定理 7.2.1 中 , 已 经 证 得 MRad( Rn) 一 Rad( M1)。 现在 给 出 保证 MRad( Rn) = 
Rad( MM) 成 立 的 一 个 充分 条 件 

定理 7.3.3 如 果 R/Rad(R) 是 个 单 环 ， 则 对 每 个 模 和 MM, 有 : 

(1)Rad(M) =MRad( R); 

(2)Soc(M) =ly( Rad(M)) = |mlmeMANMRad(R) =0 

证 明 : 

(1) 由 于 [MAM Rad(R)]Rad(R) =0， 故 时 /WRad(R) 可 视 为 RARad(R) - 模 ， 从 
而 R- 子 模 与 RARad( R) - 子 模 是 相同 的 。 作 为 半 单 环 RARad(R) 上 的 模 ， 由 推论 6.2.1 
可 知 ，M/M Rad(R) 是 半音 的。 因此 由 定理 7.2.1(1) 可 知 ，Rad( MANM Rad(R) ) =0。 由 
定理 7.1.2(2) 知 ，Rad(W) 一 1 Rad(W) ， 从 而 由 定理 7.2.1(2) 知 (1) 成 立 

(2) 首 先 由 定理 7.2.1(1) 和 (2) 知 Soc(W) 一 lw(Rad(R))。 另 一 方面 ， 作 为 R/ 
Rad(R) - 模 ，lw( Rad(R) ) 是 半 单 的 ， 因 此 也 可 作为 尽 - 模 ， 所 以 就 有 (Rad(R) ) 一 
Soc( M) 。 

定义 7.3.2 环 R 的 右 ( 左 ， 两 边 ) 理 想 4 叫 作 潍 零 的 :> YaeA4，(a" =0); 或 者 
短 零 理想 :> JneN , 4" =0 

推论 7.3.1 

(1) 每 个 单 边 或 双边 睾 零 理想 是 话 零 理想 。 

(2) 两 个 竺 零 右 ( 左 ， 两 边 ) 理 想 的 和 仍 是 睾 零 的 

(3) 如 果 R 是 诺 特 的 ， 则 每 个 两 边 衣 零 理想 都 是 壬 零 的 

证 明 : 

(1) 显 然 。 


1 


由 
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(2) 令 4 一 Re,，B 一 Rs，A"=0，B" =0。 断 言 (4 +B)"**=0。 邻 a,e4, bieB 


(=1，2，…, m+n)， 则 由 二 项 式 定理 ， I (a +6;) 为 至 少 有 m 个 因子 属于 4 或 至 
少 有 个 因子 属于 8 的 (m+n) 个 因子 之 积 。 由 于 4 和 8B 是 右 理想 ,结论 因而 成 立 。 

(3) 令 入 是 R 的 两 边 诈 零 理想 。 因 Rs 是 诺 特 的 ， 于 是 在 NN 所 包含 的 告 零 理想 中 一 
定 有 一 个 是 极 大 的 。 令 4 是 这 样 的 理想 假设 4" =0， 由 (2) ,4 是 含 于 N 的 最 大 守 零 
理想 。 事 4 是 双边 理想 。 因 为 Vbe N， 故 (bR)' 一 4。 于 是 ，(bR)”=0， 从 而 
bR—A 

因此 断言 4=A-。 假设 4N， 则 选 beN\ 4( 即 4 在 NN 内 的 集合 补 )， 使 得 rn(b， 
4) =|rireRAbre4| 是 极 大 的 。Yx eR， 由 于 NN 和 4 是 双边 理想 , 则 xbeN, 且 
me， 4) 一 rn(xb，4)， 所 以 , 对 xbEA， 有 ra(b,， 4A) =ra(xb,，A)。 对 xbEA, 令 
(xb)'e4，( 双 )*' EA4， 由 于 汉 是 舌 零 的 ， 这 样 的 上 是 存在 的 。 于 是 rn(b，4) = 
ra( (xb)*'，4)， 因 此 bxbe4， 从 而 (5bR)* 一 4， 在 此 用 到 了 4 的 两 边 性 。 如 同 开始 所 
建立 的 ，bR 一 4。 因此 beA， 矛盾 

定理 7.3.4 Rad( RR) 含有 每 个 ( 单 边 的 、 双 边 的 ) 放 零 理想 。 

证 明 ; 

设 4 是 一 个 诉 零 理想 , ae4,，a" =0， 则 有 

(+ata te ta )(1 -a)=(1-a)(l+ata + +a"')=1 -a"=1 

ie.1 -a 有 一 个 逆 元 ， 由 引 理 7.3.1, 4 一 Rad(R)。 

定理 7.3.5 若 R, 是 阿 廷 的 ， 则 Rad(R) 是 寡 零 的 。 

证 明 ; 

为 了 简便 , 令 U=Rad(R)， 由 于 R 是 阿 廷 的 ， 则 链 

RU 

是 有 限 的 .ie 3 neN， 使 得 =U"*'(ieN )。 要 证 明 LU"=0, 假设 U"z0， 则 右 理 
想 集 合 


T=|A1A— Re AAU" #0} 
是 非 宅 的 (因为 Ue 厂 )。 由 假设 ， 存 在 极 小 的 4。e 厂 。 因此 ， 存 在 a。e 4。， 使 得 ao。 U" 
0， 故 也 有 RW" 对 0。 由 轴 的 极 小 性 ，ooR = 4o。 由 于 =U"*' 和 RU=U， 则 进一步 地 
推出 

aoRU" =aoRUL =aoU * U", 
从 而 有 a =mR=4 成 立 。 由 于 Rs 是 有 限 生成 的 和 U = Rad(R) ， 故 另 一 方面 ， 由 中 
山 引 理 ，m 凡 = mARU 一 ww 有， 所 以 mu 天 moR， 了 矛盾 。 


a 


推论 7.3.2 

(1) 车 RR 是 交换 的 和 阿 廷 的 ， 则 Rad(R) 是 RR 的 最 大 短 零 左 、 右 、 双 边 理 想 。 

(2) 车 RR 是 交换 的 和 阿 廷 的 ， 则 Rad(R) 是 R 的 所 有 寡 零 元 素 构成 的 集合 

(3) 车 RR 是 阿 延 的 ， 则 对 每 个 右 R- 模 MM 和 左 RR- 模 :M， 分 别 有 

Rad( M) =MRad( R)— M 与 Rad(W) =Rad(R) MO—M 

证 明 留 给 读者 

定理 7.3.6 令 R/Rad(R) 是 半 单 的 ，Rad(R) 是 笑 零 的 ， 则 对 模 Mr ， 下 列 是 等 
价 的 : 

(1) Mn 是 阿 廷 的 ; 

(2)M 是 诺 特 的 ; 

(3)Mn 有 有 限 长 度 

类 似 地 ， 可 写 出 左 RR 一 模 的 等 价 叙述 

证 明 : 

由 于 (1) 和 (2) 等 价 于 (3)， 故 只 证 (1) 和 (2) 等 价 就 够 了 置 U=Rad(R)， 则 定义 
e(M) =Min|ilieN AMU =0|, 由 于 存在 "eN, 使 人 =0,， 故 e(W) 存 在 。 因 此 
MU" =0， 对 e( MM) 利用 归纳 法 对 所 有 的 模 M0 进行 证 明 

对 e(H) =1,， ie MU=0， 则 置 m(r+U) =mr, reR，me 导 ， 村 构成 了 R=R/ 
U- 模 ,而 且 MM 的 R- 子 模 与 尽 - 子 模 相 吻 合 。 由 于 及 是 半 单 的 ， 故 省 是 半 单 的 (推论 
6.2.1)。 于 是 ， 再 由 定理 6.1.2，(1) 与 (2) 是 等 价 的 

今 假设 当 e(W) <k 时， 对 所 有 的 W， 结 论 成 立 - 假设 e(M) =k+1, 则 e(MU*) = 
1。 由 于 (M/AMU*)U* =0， 进 一 步 有 e(M/MU*) < 大 

令 叶 是 阿 延 的 台 
归纳 假设 ， 二 者 均 是 诺 特 或 阿 延 的 。 青 由 定理 4. 1. 1 知 ，W 是 诺 特 或 阿 廷 的 。 

推论 7.3.3 

(1) 令 Rn 是 阿 延 的 ，M 是 阿 延 的 或 诺 特 的 ， 则 MM 也 是 诺 特 的 或 阿 廷 的 

(2) 如 果 Rs 是 阿 廷 的 ， 则 R。 是 诺 特 的 

(3) 如 果 R。 是 阿 廷 的 ,rR 是 诺 特 的 ， 则 sR 是 阿 延 的 

请 读者 自己 完成 证 明 


习题 7.3 


1. 证 明 推论 7.3. 2 
2. 证 明 推论 7.3.3 
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7.4 有限 生成 模 和 有 限 余 生成 模 的 特征 


前 面 讨 论 了 有 限 生 成 模 和 有 限 余 生成 模 ， 特 别 地 ， 对 诺 特 和 阿 廷 模 的 特征 进行 研 
究 时 ， 引 用 了 它们 (第 4 章 ) ， 现 做 进一步 的 研究 。 

定理 7.4.1 当 且 仅 当 有 以 下 两 个 条 件 时 ，Mw 是 有 限 生成 的 成 立 : 

(1) Rad(M)— M; 

(2)M/Rad(M) 是 有 限 生成 的 。 

证 明 : 

令 Ms 是 有 限 生成 的 ， 则 (1) 可 由 定理 7.2.1(3) 得 证 。 由 于 的 每 个 满 同 态 像 均 是 
有 限 生成 的 ， 故 (2) 也 成 立 

今 假设 (1) 与 (2) 均 成 立 , 令 x, =x + Rad(M), i=1, 2，…, n 是 M/Rad(M) 的 有 
限 生成 元 集 ， 则 

mR+ +x,R+Rad(M) =M, 

由 于 Rad(W) 一 由 ， 故 有 xiR+eR+…+zR= 有 。 因 此 ，HMW 是 有 限 余生 成 的 。 

推论 7.4.1 模 M 是 诺 特 的 当 且 仅 当 对 每 个 U 一 凡 ， 有 

(1)Rad( U) ~ U; 

(2)U/Rad(U) 是 有 限 生成 的 

证 明 : 

由 定理 4.1.1 和 定理 7.4. 1 即 可 得 证 

现在 考虑 有 限 余生 成 模 

定理 7.4.2 对 非 零 模 Wu， 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(1) 必 是 有 限 余生 成 的 。 

(2)0DSoc(W) 一 M; Soc( M) 是 有 限 余生 成 的 。 

(3) 对 省 的 内 射 包 1 人 (W) ， 有 1W) =0,@…@@0,， 这 里 每 个 0, 都 是 单 R - 模 的 内 
射 包 

证 明 : 

“(0D = (2)”: 加 利用 估 恩 引 理 ， 证 明 W 的 每 个 子 模 U, 都 含有 一 个 单子 模 E， 从 
而 成 立 UNSoe( M) 关 0. 今夏 =1U,1iel| 是 U 的 所 有 非 零 子 模 集 ,。 由 于 UeT, Tz 产 p， 
在 矿 内 定义 偏 序 如 下 : 


U<U :SU 一 U，( 递 包含 )。 


1 人 


入 
yi 


令 A=|14ljeJ 咱 是 厂 的 全 序 子 集 , 我 们 证 明 D= U4 是 A 在 厂 内 的 一 个 上 界 。 
车 假设 D=0， 则 由 (1) ， 习 有 限 个 4,， 其 交 为 0。 由 于 A 是 全 序 的 ， 故 在 这 些 4; 中 一 
定 有 一 个 最 大 元 素 (相对 于 逆 包 含 ) ， 这 个 元 一 定 等 于 0， 此 与 以 关 0 矛盾 ! 因此 D#0， 
所 以 De 厂 ， 由 佐 恩 引 理 , 厂 内 存在 一 个 极 大 元 U。， 这 个 Us 显然 是 U 的 单子 模 。 

@@ 由 有 限 余生 成 子 模 的 定义 知 于 的 每 个 子 模 均 是 有 限 余生 成 的 ， 从 而 Soc(W ) 也 是 
有 限 余生 成 的 。 

“(2) 寺 1)"; 由 则 4=0, (4 一 币 ), 得 Soc(4,)=0 

由 于 Soc(4;) 一 Soc(MW) ， 且 Soc( 届 ) 是 有 限 余 生成 的 ， 故 存在 有 限 子 集 1, C1， 使 
得 nSoe(4.) =0。 对 几 的 任意 子 模 4 一 放 ， 由 基 座 的 定义 ， 有 Soc(4) =ANSoc(M)。 
所 以 0=, Soc(4,) = 由 (4nsoe(N)) =(n4)msoe(W)， 由 假设 Soe(W) 以 ， 我 
们 最 后 04 =0， 从 而 "(2) 一 (1) 成立。 

“(2) 一 (3)": 令 1(M) 是 有 的 内 射 包 且 前 一 1( 导 )， 有 令 导 0， 由 于 Soc(MM) 必 
及 ,于 是 Soc(M) 关 0， 令 Soc(W) = E18E,@… EE 是 ， 令 0 一 1(M) 是 已 


的 内 射 包 ， 则 由 推论 3.1.1， 有 王 0,= 筷 0 作为 MID) 内 直 和 ) 及 Soe(1D) 一 岛 0。 
由 于 内 射 模 的 有 限 直 和 仍 是 内 射 的 ， 故 图 0, 是 内 射 的 ， 因 此 是 /(W ) 的 一 个 直 和 。 由 
于 Soe(M)= W，MW -CD) ， 于 是 Soe(W) 10W)。 因 此 也 有 国 O CND)， 于 是 外 
Q,=1(M)， 此 为 所 欲 证 者 

“(3) 二 (2)"; 不 是 一 般 性 ， 仍 假设 具 一 1CN) = 久 0, 及 上 一 0,，E, 是 单 的 。 
由 于 一 0,，E, 是 0, 的 唯一 单子 模 ， 由 推论 7.1.2 有 


Soc(1(M)) = @ Soc( 0,) = QE 


由 于 村 “1M)， 及 一 抽 (i=1,2，…， nn)， 因 此 Soe(M) = 多。 由 定理 
6.1.2，Soc( M) 是 有 限 余生 成 的 ，i. e. (2)@@ 是 满足 的 。 由 于 
Soc( M) =Soc( 1(M) ) = 1(M) 

也 有 Soe(M)= 村 ， 即 (2)Q 中 "是 满足 的 。 

推论 7.4.2 模 Mi 是 阿 延 的 es 对 每 个 商 模 MAU 成 立 : 

(1) Soe( M/U) M/U; 

(2)Soc( M/U) 是 有 限 余生 成 的 。 

证 明 : 

由 定理 4.1. 1 与 定理 7.4. 2 即 可 得 证 。 
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习题 7.4 


1. 证 明 ; 对 左 理想 U 一 x*:R， 下 列 是 等 价 的 : 
(DD( II 各)w= IJ (MV) 对 每 个 右 R- 模 族 ( Milie/) 成 立 。 
(2)aL 是 有 限 生成 的 


7.5 阿 廷 环 和 诺 特 环 的 特征 


在 第 4 章 ， 叙 述 了 下 面 的 定理 7.5. 1, 但 只 证 明了 一 部 分 。 
定理 7.5.1 
(1) 下 列 条 件 是 等 价 的 : 
DR, 是 诺 特 的 ; 
习 每 个 内 射 模 Ox 是 不 可 分 解 (内 射 ) 子 模 的 直 和 。 
(2) 下 列 条 件 是 等 价 的 : 
DR 是 阿 廷 的 ; 
习 每 个 内 射 模 Qu 是 单 R- 模 内 射 包 的 直 和 。 
证 明 ; 
在 命题 4.5.1 中 ,证 明了 *Q@ = 回 " ， 由 此 和 推论 7.3.3 仅 假设 (2) 内 的 Rs 是 阿 廷 
的 就 够 了 
(1)*@ 二 D": 只 证 定理 4.4.1 的 条 件 (3) 成 立即 可 。 
令 MH= [er 是 单 R- 模 E, 一 0, 的 内 射 包 Q, 的 直 和 。 设 1(MM) 是 必 一 1(M) 的 内 射 
包 ， 可 证 明 贞 =/( 导 )。 由 于 六 守 攻 M)， 有 Soc( 有 M) =Soc(1(M))。 进一步 有 
Soc( M) =@soc( 0;) =@E.. 
现在 利用 假设 1M) = @ D,， 此 处 及 是 不 可 分 解 的 内 射 模 。 令 
= ljljeJNSoc(D,) #0|, 
则 有 
Soc( 1(M)) = @soe( D,) 
若 Soe( 几 ) #0， 由 推论 4.5.1， 忆 =Soc( D,) 是 单 的 ，D; 是 的 内 射 包 。 因 此 ， 


人 
人 


Soc( 1(M)) =®E, = @F, 
由 克 得 尔 - 需 马克 - 施 密 特定 理 ， 这 两 个 分 解 是 同 构 的 。 如 果 ,和 有 ， 由 定理 
3.6.1，OLe 由。 再 由 克 重 尔 - 雷 马 克 - 施 密 特定 理 ， 得 到 


1=®0.2 @D, 

由 于 儿 M) = ( 国 凡 )@ 四 (时 史 )， 所 以 由 同 构 于 内 射 模 !(W) 的 直 和 项 ， 从 而 本 身 
也 是 内 射 的 

(2)"@ = 四 ": 由 推论 7.4.2， 只 要 证 明 R 的 每 个 商 模 满足 定理 7.4. 2 的 条 件 
(3) 就 够 了 。 令 1( R/A) 是 R/A 的 内 射 包 ， 且 R/A 一 1(R/A). 由 假设 有 /1(R/4) = 里 0， 
此 处 0, 是 单 尺 - 模 的 内 射 包 。 由 于 R/4 是 循环 的 ， 故 R/4 含 于 有 限 多 个 Q, 的 直 和 内 : 
R/A—@Q.,h 有 限 。 由 于 RAA 一 MRAA), — 故 1=4,。 亦 即 1( RA/A) = 加 8， 此 即 为 
所 欲 证 者 。 


习题 7.5 


1. 对 模 Me， 定义 
(1)W 是 半 阿 廷 的 : 近 VU 一 用 ，Soc(MAU) #0; 
(WS(M= Fv 


wrt 
证 明 : 
(1)M 是 半 阿 延 的 二 YU 一 贞 ，M/AU 是 半 阿 迁 的 ; 
(2) 对 任 模 可，5,( 以 ) 是 半 阿 廷 的 ; 
(3D)—M, NeMs, VoeHoma(M, N), p(S.(M))— SS,(N); 
(4)5,(5,(M)) =5,(M); 
(5)5,(M/S,(M)) =0; 
(6)M 是 半 阿 廷 的 一 Soc(M) 一 Ai; 
(7)MM 是 半 阿 廷 的 二 YU 一 打 ，Soc(HAU) 一 AU; 
(8) 令 VU 一 让 ， 则 以 是 半 阿 廷 的 ec M/AU 是 半 阿 廷 的 并 且 U 是 半 阿 廷 的 ; 
(9)4 是 半 阿 廷 的 ，W 是 诺 特 的 > M 是 阿 廷 的 ，MM 是 诺 特 的 ; 
(10)MM 是 半 阿 延 的 ，R。 是 诺 特 的 一 上 是 它 的 阿 廷 子 模 的 和 
2. 定义 : 
(1)M 是 半 诺 特 的 :VU 一 ,Uz0，Rad( U) UU: 


ee 
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(2) So(W) = ”了 以 。 考 虑 上 题 的 对 偶 性 质 是 否 成 立 。 
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7.6 内 射 模 和 投射 模 的 自 同 态 环 的 根基 


由 于 某 些 考虑 ， 知 道内 射 模 与 投射 模 的 自 同 态 环 是 很 有 益处 的 。 作 为 应 用 ， 对 于 
投射 模 P 关 0， 总 有 Rad(P) 关 P。 此 即 表明 P 总 是 含有 极 大 子 模 。 
定理 7.6.1 
(1) 令 Q4 是 内 射 的 , S= End(On) ， 则 对 aeS， 有 
Sa 一 3 aeRad(S) o» Ker(a) 一 Or。 
(2) 令 P 是 投射 的 ，S = End( Ps) ， 则 对 weS， 有 


Sa 一 Se aeRad(S) © Im(a)™ P,。 


证 明 : 

(1)"Sa 一 sS 所 aeRad(S)": 由 推论 7.1.2 可 得 证 。 

”aeRad(S) 二 Ker(a) 一 0 : 令 1U 一 和 使 Ker(a)nuU=0, 则 ao =alv 是 一 个 
单 同 态 。 令 1: (一 O 是 包含 映射 ， 从 而 存在 同 态 B: 0 一 使 图 7.1 交换 。 对 Yue U， 由 于 
w=l(u) =Bao(u) =Ba(u)， 有 以 一 Ker(1-Ba)。 由 于 aeRad(S), 故 BaeRad(S)。 由 引 
理 7.3.1, 1 -pa 是 可 逆 的 ， 因 此 Ker(1 -pa) =0。 所 以 ，U=0， 即 有 Ker(a) @。 

U_%.0 
ee 
0 

图 7.1 

“Ker(a) 一 0x 一 Sa : 令 5a+ 厂 =sS$, 其 中 , 厂 一 :S$。 故 存在 oe5, yeT， 
使 得 ra +y=1 于 是 就 有 Ker(a) NKer(y) =0。 由 于 Ker(a) 一 04， 则 推 得 Ker(y) = 
0。 所 以 ， 存 在 同 态 5: 0 一 0 使 图 7. 2 交换 。 亦 即 ，lo =5y， 于 是 厂 =S，Sa …sS。 


人 
| 4 


图 7.2 


全 
yy 


(2)*aeRad(S) 一 Im(a) 一 Re": 令 U 一 Rs 使 Im(a) +U=P, 设 y: PP/U 是 
自然 满 同 态 ， 则 ya 是 满 同 态 。 那 么 得 到 如 下 一 个 交换 图 7.3- 由 y =ya8 得 y(1- 
ap8) =0。 因 此 ，Im(1 -apB) 一 U。 由 于 ae Rad(5), 也 有 aBeRad(5)。 由 引 理 7.3.1， 
1 - o8 是 可 逆 的 。 因此 

P=Im(1-og)—U—P 
P 


4 
P 一 和 up/U 


图 7.3 

ie U=P。 所 以 ,证 明了 Im(a) 一 Pr。 

“Im(a) 一 Ph 一 as 一 S: 令 aS+ 厂 =5,( 其 中 , 厂 一 5,)， 则 存在 ce5, yeT， 
使 得 ar +y =1。 因 此 有 Im(a) + Im(y) =P。 由 于 Im(a) 一 P,， 故 Im(y) =P。 所 以 ， 
7y 是 满 同 态 ， 从 而 存在 5: PP 使 得 图 7.4 是 交换 的 。 因此， 有 1,。=y6。 于 是 厂 =5。 

P 

A 

PAZ 
图 7.4 

推论 7.6.1 令 Qk 是 内 射 的 且 S = End(Ou) ， 则 对 每 个 aeS， 存 在 yeS 使 得 
aya -aeRad(S)。 

证 明 : 

令 ae5, U 是 Ker(a) 在 @ 内 的 交 补 。 由 引 理 3.2.3， 有 Ker(a) +U 一 0。 由 于 
Ker(a) NU=0, 故 ao :=al, 是 单一 同 态 。 因 此 ， 存 在 yeS， 使 得 图 7.5 是 交换 的 ， 这 
里 的 1 是 包含 映射 。 对 we U， 则 有 

?ya(u) =yao(u) =u 


因此 ,， 有 
Ker(a) +U™— Ker(aya ~a) 
因为 Ker(a) +U 0， 所 以 Ker(aya -a) 0。 由 定理 7.6.1, aya -aeRad(S)。 


LD 
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这 个 结果 是 说 5S/Rad( S ) 为 一 个 正则 环 ， 下 一 章 将 介绍 正则 环 并 讨论 它 。 
关于 投射 模 的 根基 ， 有 以 下 定理 。 
定理 7.6.2 对 每 个 投射 模 P 关 0， 有 Rad(P) zzP。 
证 明 : 
进行 一 般 的 考虑 。 如 果 Pe Pe， peP”= Homa (Pn，Rn)， 则 pp 可 看 作为 S = End 
(Pi) 中 的 元 素 。 亦 即 对 xeP，(pp) (x) =pp(x)。 则 由 
(pp) xn +xam) = pp(zr +zam) 
=p(9(x)n +e(za)m) 
=p(p(x))n +(Pp(zm))m 
=(pPp)(xz)mn+(pp)(ma)m 
知 ， pp e5, 今 令 peRad(P)， 则 pR 一 Pn。 所 以 有 Im(pp) =pp(P) 二 Pr( 由 于 pp(P) 
一 pR。 故 由 定理 7.6.1 的 (2) 知 pp5 一 5,。 令 x= 并 pe:(z) 是 x 的 在 定理 7.6.2 意 


义 下 的 表示 (对 偶 基 引 理 ) 。 如果 假设 * 关 0， 适 当地 调整 下 标 ， 不 妨 设 1i=1,2，…，nm 
时 ，w(x) 关 0， 则 

0 宙 订 ( 吉 

Bl > p(s) 0,.(pipred)s 


设 Rad(P) =P， 则 有 Im(p,p,) 一 Pn。 因此 pip,5 一 5;， 从 而 pip e Rad(S)。 


最 后 ， > Pie,EeRad(S)。 由 引 理 7.3.1 知 lm- 学 Pie, 是 $ 内 可 逆 元 素 。 令 xeS 是 其 
逆 元 ， 则 er 
*=la(#)=0(1™ Be) =0(0) =0。 
矛盾 。 于 是 在 假设 P=Rad(P) 下， 一 定 有 P=0。 
推论 7.6.2 如 果 P 是 投射 的 且 P=P,@P,, P, 一 Rad(P), 则 P, =0。 
证 明 留 给 读者 


习题 7.6 


1. 证 明 推论 7. 6.2 


ei 


模 论 


~ 


有 7 浪 环 


就 像 在 定理 7.2. 1(2) 中 所 见 到 的 ， 总 有 WRad( Ra ) 一 Rad(M) ， 那 么 什么 时 候 等 
号 成 立 ? 对 于 任意 模 或 任意 环 ， 这 绝对 不 会 成 立 。 例 如 ，Rad(Z ) =0. 但 就 我 们 所 知 ， 
存在 非 零 根基 的 Z- 模 ， 比 如 说 , Z /4Z 或 Q;, (Rad(Q@,)=Q) 

下 面 的 定理 7.7. 1 给 出 了 某 种 信息 : 

定理 7.7.1 令 Mu 是 右 尺 - 模 全 体 , R=R/Rad(R)， 则 下 列 条 件 是 等 价 的 。 

(DD) VMeMs, MRad(R) =Rad(M); 

(2) VM eMs, MRad(R) =0 = Rad( M) =0; 

(3) VONeMi, Rad( 0) =0; 

(4) YM, NeMs, VoeHom(M, N), ¢(Rad(M)) =Rad(p(M)); 

(5) YMeMe, VU—M, Rad(M) +U/U=Rad( M/U); 

(6) YMeMs, VU—M, Ral(M) =0 = Rad( M/U) =0 

证 明 : 

只 看 证 明 :“(1) 一 (2) 一 (3) 一 (1) 7 和"(1) =(4) = (5) = (6) = (1) "。 


“(2) 二 (3)": 令 Qeh， 则 及 由 下 列 定义 可 构成 一 个 及 - 模 
wy=wy, wefl, y=y+Rad(R)eR 
由 于 将 人 2 视 为 右 R- 模 ， 显 然 有 CRad(R) =0， 由 (2) 便 得 知 Rad( 人 02.) =0。 由 人 2% 
的 定义 ,2 的 RR 子 模 与 R- 子 模 相 吻 合 。 于 是 ，Rad( 人) =0 
由 于 [MAMRad( R) ]Rad(R) =0. 故 YAMYRad(R) 按 下 面 
[m+MRad(R)][r+Rad(R)] =mr=mr+ VRad( R) 
定义 的 模 乘法 也 构成 请 - 模 。 在 此 定义 下 ，M/MRad( R) 的 R- 子 模 与 R- 子 模 相 吻合 。 
由 Rad( (M/AMRad(R))#) =0 得 Rad( (MAMRad(R)),) =0 因此 ， 由 定理 7.1.2(2) 
有 : Rad(M) 一 MRad(R)。 故 由 定理 7.2.1(2) 知 Rad(M) = MRad( MM)。 
“(1) = (4)": 由 MRad(R) =Rad(M)Ap(M)Rad(R) =Rad(p(M)) 得 
el(Rad(M) ) =e(MHRad(R) ) =e(W)Rad(R) =Rad(e(MN) ) 
“(4) 一 (5) : 这 是 p=y: M-W/U 的 特殊 情形 
“(5) 二 (6)": 这 是 Rad(W) =0 的 特殊 情形 
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“(6) 一 (1)": 由 推论 7.1.2(1) ， 在 模 同 构 下 ，(1) 成立。 由 于 每 个 模 是 自由 模 
的 满 同 态 像 ， 对 (1) ， 只 要 证 明 形 如 F/U 的 模 成 立 就 行 了 ， 这 里 其 中 是 自由 模 ， 
U 一 FP。 由 定理 7.2.1(7) 知 ，Rad(F) = FRad(R) 。 故 有 Rad(F/FRad(R)) =0。 于 是 
由 (6) 也 有 

Rad( F/FRad( R) ]/I[ FRad(R) +U]/FRad(R))| =0。 
由 于 [FV/FRad( R)]/I [FRad(R) + UJ/FRad(R)I SS F/[FRad(R) + UJS(F/U)/ILF 
Rad(R) +U]/UI, 故 Rad( (FAU)/(FRad(R) +U/U)) =0。 因此， 由 定理 7.1.2 的 
(2)，Rad( FU) 一 [FRad(R) +U]/U=(F/U)Rad(R)。 由 定理 7.2.1(2) 知 Rad(F/ 
U) =(F/U)Rad(R) 

定义 7.7.1 称 满足 定理 7.7. 1 的 条 件 的 环 为 右 良 环 。 对 应 地 ， 可 定义 左 良 环 , 两 
边 良 环 称 为 良 环 

推论 7.7.1 

(1) 当 月 =R/Rad(R) 是 半 单 环 时 ， 环 是 良 环 。 

(2) 由 推论 7.2.1， 每 个 ( 单 边 ) 阿 廷 环 是 良 环 

(3) 如 果 R 是 右 良 环 ,由 推论 7.1.2(2) 和 定理 7.7.1 的 (1), 对 任意 R- 模 


Me= YM= Rad(M)= F Rad(M.) 
各 
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8.1 张 量 积 


环 S$ 上 的 模 4s 与 ;U 的 张 量 积 40 是 一 个 Z- 以 ! 即 为 一 个 阿 贝尔 群 )。 它 在 多 重 


线性 代数 与 同调 代数 的 研究 中 起 到 重要 作用 - 在 适当 条 件 下 ，4@U 可 以 成 为 环 上 的 
模 。 首 先 给 出 张 量 积 的 定义 ， 然 后 讨论 它 的 一 些 性 质 及 张 量 积 的 应 用 
为 定义 4QU, 令 4xU=|(a, wj)laeAAue | 为 4 与 U 的 集合 的 简 卡 儿 积 。 再 
用 局 =F(4 xU，Z ) 表 示 以 4 xU 中 元 为 基底 生成 的 自由 右 Z- 模 。 当 然 ， 也 可 以 为 左 
Z- 模 。 仍 用 (a, uw) 表示 FF 中 的 元 素 。 再 令 大 是 广 的 子 集 D, UD,UT 中 元 素 生 成 的 
Z- 模 ,其 中 : 
Di=|(ata’, w) -(a, wu)-(a’, wla, a'eAHueU|, 
D,=|(a, utu) (a, uw)-(a, uw)laed, uell, well, 
T=|(as, u)-(a, su)laeA, uel, seS 
定义 8.1.1 商 模 PK 称 为 4 与:V 在 环 S 上 的 张 量 记 作 4QU =F/K。 元 素 
(a, u) e 亚 在 自然 满 同 态 [一 PK 下 的 像 叫 作 4&a 与 “的 张 量 积 ， 记 为 waQu。 即 a@u = 
(a, 4) +K。 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ， 张 量 积 46@9U 可 简 记 为 4@QU 由 张 量 积 的 定义 ， 
可 得 到 张 量 积 的 如 下 运算 规则 : 
(1) (a+a’)@u =a@u +a'@u; 
(2)a@ ut) =a@vu+ag@ ; 
(3)as® u =a@su; 
(4)0@u =a@®0 =0; 
(5) - (a@u) =( -a) Bu=0®( -由 ; 
(6)(a@u)z=(az)@u=a@Q(Uc) ,其 中 zsZ aedA, uel, se5, 
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注 : 
(1) 自 由 右 Z- 模 下 也 可 看 作 是 自由 左 Z- 模 。 边 是 不 重要 的 。 在 下 面 , 与 4@5 
的 边 将 根据 所 考虑 问题 的 需要 而 定 。 
(2) 由 规则 (6) ，4@V 的 每 个 元 素 : 可 写成 有 限 和 的 形式 := 3 a, @ u,。 
(3) 一般 来 说 ， 表 示 != 也 a, 加 不 是 唯一 确定 的 ,即使 是 “最 短 长 度 ”的 表示 也 
是 如 此 
(4) 非 零 的 两 个 模 的 张 量 积 可 能 为 零 。 例 如 , 取 4=(Z /22 )z 和 UVU=z(Z /32 )， 
则 任 ae4 与 任 ueU, 在 4@U 内 ， 有 
0@0 =4@0 -0@u =a(34) -(2o)Q@u =3(aQ@u) -2(a@u) =a@uo 
因此 , 4@U =0 
定义 8.1.2 设 4, 与 .U 分别 为 右 S- 模 和 左 5- 模 ，M; 为 右 Z- 模 ， 则 ; 
(1) 映 射 p: 4xU 一 必 称 为 双 加 性 的 :Ya, a'eA，Vu, u'eU, 有 gp(ata’, 
4) =elae，u) +p(la', u) 与 g(a, ut+u') =p(a, 4) +p(a, u') 成 立 。 
(2) 双 加 性 映射 p 称 为 5- 张 量 映 射 :YaeA，YueU, Yse5, 有 wp(as, u)=p 
(a，su) 成 立 
推论 8.1.1 邻 v: F 一 FAK =A4@U 是 自然 满 态 射 ,7 是 它 在 的 基 4xU 上 的 限 
制 , r=yY1ivr， 即 ，r(a，u) =a@u。 则 有 ， 对 每 个 Z- 同 态 和 A: 4@U 一 M， 映射 
p=Ar: A@U=N 
是 一 个 5- 张 量 映 射 。 特 别 地 ，7 是 5- 张 量 映射 。 
证 明 : 
首先 Ar(a+a’, u) =A[(a+a’)@u] =A(aQu +a'@u) 
=A(a@u) +A(a'Qu) =AT(a, u) +AT(a’, u)。 
其 他 性 质 可 类 似 地 证 明 
下 页 ， 败 w = Ar 表示 元 素 在 人 下 的 像 
A( DB) = TACO) = Ara, w)= F pla, um) 
用 Tens(4xU， 员 ) 表 示 4xU 到 届 的 所 有 5- 张 量 映射 所 构成 的 集合 。 定 义 
(pi1+p) (a, 4) =p a, 4) +9(a, 4), 
(-p)(a, 1) = -9p(a, w), 
则 Tens(4 xU， 必 ) 构 成 一 个 Z- 模 ,映射 
D: Hom; (AQU, M)3A Tm p=ATeTens(AxU, M) 


是 一 个 Z- 同 态 


定理 8.1.1 yw 是 一 个 Z- 模 同 构 
证 明 : 
由 推论 8. 1. 1 即 可 得 证 w 为 单 射 。 下面 证 明 w 为 满 射 - 任 peTens(4xU，M), 找 
A e Homz (4@QU，W) 使 成 立 p=Ar 
首先 ， 将 p 延 拓 为 映射 pe Homs (FM) 、 定 义 中 如 下 : 
ee( 二 (ou)z)= 二 lo u)z 


因为 p 是 5- 张 量 的 ， 所 以 K 一 Ker( pg)。 因 此 ,yp 可 在 FAK =4@U 上 分 解 (定理 1.6.4 
的 特殊 情况 ) 。 分 解 映 射 仍 是 一 个 也 - 同 态 ， 记 为 A， 则 有 = Ar 

为 后 面 用 起 来 方便 ， 本 书 把 推论 8. 1.1 和 定理 8.1.1 为 下 面 的 叙述 

推论 8.1.2 对 每 个 5- 张 量 映射 p: 4 x 4 一 ， 存 在 唯一 一 个 Z- 同 态 A: 4@U 一 
中 使 成 立 P=Ar， 且 有 A[ 守 (a@u)]=  w(e. u,) 成 立 

下 面 证 明 ， 在 同 构 意义 下 ， 张 量 积 4@U 是 由 推论 8. 1. 2 唯一 确定 的 

更 确切 地 : 已 知 Z- 模 Cr ， 令 y: 4xU-C 是 一 个 5- 张 量 映射 ， 它 使 得 对 每 个 
Z- 模 MM 和 每 个 5- 张 最 映射 p: 4 xj 一 4W、 存 在 唯一 的 一 个 Z- 同 态 7: C 玫 使 得 
9 = my- 那么 有 Z- 模 同 构 4QUSC 

在 证 明 中 ， 就 像 下 面 定理 8. 1. 2 所 证 的 ， 可 以 减弱 假设 条 件 

定理 8.1.2 令 y: 4x( 人 一 C 是 具有 下 列 性 质 的 5- 张 量 映射 : 

(1) 存 在 一 个 Z- 同 态 o: C 一 4QU 使 ?=oy、 即 7 在 y 上 的 分 解 ; 

(2) 满 足 方程 y=my(7e Homs (C.) ) 的 元 素 7 了 =1、 即 y 在 y 上 的 分 解 是 唯一 的 。 
则 有 Z- 模 同 构 C4U 

证 明 : 

由 推论 8.1.2， 存 在 映射 p: 4@UC 使 得 y=pr 由 假设 有 7=oy。 于 是 , 把 
二 者 结合 起 来 就 有 7 = opr，y =poy。 由 推论 8.1.2 和 假设 (2)， 有 op = le 与 pc = 
1c。 因此， Ce24QU 

下 面 给 出 同 态 的 张 量 积 的 定义 

设 有 5- 模 4s，Bs,sU,sV 及 S$ 一 同 态 

as AB 与 AU 
则 考虑 映射 : p: 4xUa(a, maoGu() esBGQI 这 是 -个 从 4xU 到 BGQY 的 
5- 张 量 映射 。 因 此 , 有 wew(a、u) =a(a)@p(nu)。 于是， 巾 推论 8.1.2， 存 在 从 4AxU 
到 BG@V 的 Z- 同 态 , 记 为 a@y。 所 以 ,有 
ag@An:4@Ua Fa Bu Ea) Oulu) eBO! 
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即 把 e 和 kx 应 用 到 相对 应 的 分 量 上 去 

定义 8.1.3 aG@w 称 为 同 态 和 jp 的 张 量 积 。 

E 由 定义 8. 1.3， 可 证 a 和 的 张 量 积 具有 下 列 性 质 : 

(UL = lg 

(2) 除 a 和 /外 . 设 有 同 态 B: B 一 C, 与 
@w)。 

(3) 邻 a 和 是 5- 模 同 构 ， 则 a@y 是 Z- 模 同 构 , 且 (aG@u) =a Gu -成立 。 

现在 ， 设 只 也 是 一 个 环 ， 且 有 双 模 ds。 定 义 : 

r( 二 wmQ@u)= EF (rm)u, reR, 
则 4G@U 是 一 个 左 R- 模 。 对 一 个 固定 的 re R， 考 虑 映射 43am rae 4。 由 于 nhs 是 
双 模 ， 这 显然 是 一 个 5- 同 态 ， 记 为 y'， 由 定义 8.1.3， 
Y OA TE a Ou Tm) Ou eA@U 

是 一 个 Z- 模 同 态 。 习 ,7'@1, 使 4QU 构成 一 个 左 R- 模 。 也 (ra,) @ uw 是 由 r 和 
也 a @u, 唯一 确定 的 , 与 六 mw 四 的 代表 元 的 选择 无 关 。 如 果 sUr 是 双 模 , 定义 
于 (a@u)t= 二 ww@(o0) ,csT. 则 4QU 构 成 了 一 个 有 7- 模 。 在 vs,sUr 情况 
下 ，4@U 构成 一 个 (R，7) - 模 

设 有 模 同 态 a :w4、, 一 wB,. 与 A:sU 一 YY， 则 

a@p:r( AOU) = BOV) 

是 一 个 R- 同 态 . 因为 (aQ@A)(rZwg@uw) = Za(ro)Q@nu) = Prala) 
(ui) =r 了 oa) Ou) = ra OA) (Ta Bu) :对 应 地 , 车 有 a:n4s 一 Bs 与 
AssUrsV， 则 aGw 是 i(4@U) + 到 i( 8@V); 的 (R，7) - 双 模 同 态 。 

如 果 R 是 5 的 中 心 子 环 ， 定义 

ra=ar, ur=nm, reR, uel, 

则 4s 和 sU 分 别 为 (R，5) - 双 模 和 (S，R) - 双 模 。 于 是 ，4GYU 是 双边 R- 模 。 因 此 有 
DAC DALAICTE OACOICTE DACOIOAE DANICORES 
(5 a Du)r 

今 设 有 模 ,4s,sU 和 nM 及 5- 张 量 映 射 p: 4 x UM， 其 中 g(ra, u) =rp(a, u) 
(reR) 将 4@U 视 为 左 R- 模 ， 且 在 推论 8.1.2 的 意义 下 所 存在 的 Z- 同 态 也 是 R - 
同 态 : A(rEoa @Bu) = A T(ra) Ou] = Dolraw) = FE rplau) = A 
( 允 au,) ,在 情形 4s,sUi,rMr 下 ， 也 成 立 相应 的 结论 。 


一 :W， 则 有 (Ba)Q@(w) = (B®v) (a 
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现在 证 明 映射 A: 4@53 了 a,@s 一 了 as, e 4 是 右 5 - 模 4 @@5 到 4; 的 5- 同 
构 。 事 实 上 , 由 于 p: 4xsa(a，s) 一 ase4 是 S- 张 量 的 ,并 且 p(ae，si) =p(a, s) 
5 ， 所 以 , 人 是 S- 同 态 , 且 是 满 的 . 令 之 wwQ@s eKer(A)., 则 也 as, =0。 于 是 ， 
于 Bs =Z(os@IND =(Zos)@I=0@1=0. 即 也 是 单 态 射 故人 是 一 
个 同 构 。 类 似 地 ， 也 有 (SG@sU) 六 
定理 8.1.3 设 有 模 A4,rM,sU， 则 有 Z- 模 同 构 
(48M OU A! u@L ) 
证 明 : 
用 p 记 下 面 的 映射 
Pp: E (Bm) Ou aD mu ), 
因而 希望 证 明 p 是 Z- 模 同 多 。 考 虑 映射 
9.: XMala, ma®( mu) eA MO), 
式 中 ,是 以 中 的 一 个 固定 元 素 。 显 然 ， 这 是 一 个 R- 张 量 映射 . 因此， 由 推论 8.1.2， 
存在 同 态 A, 如 下 : 
A,.: 4GWa 5 Om FD(m Ou) e 1@®( MOU) 
所 以 ， 元素 a,@(m,@u) 是 由 守 a,@m, 和 uw 唯一 确定 的 ， 与 六 oa,@m, 的 代表 元 先 取 
(A@M) x Ua Ea Dm) TD (mu e A® (MOU) 
是 5- 张 量 映 射 。 由 推论 8.1.2, p 是 Z- 神 同 态 ， 相 似 地 ， 在 定理 8.1.3 的 证 明 内 映射 的 
道 方向 上 存在 一 个 对 应 的 同 态 er。 因此， 我 们 有 
op =1uewer: po =1 ewe 
,所 以 , p 与 o 是 同 构 ， 从 而 有 (A@9M)@USA@(M@U) 
由 定理 8. 1.3， 若 不 考虑 同 构 ， 则 在 多 个 模 的 张 量 积 中 可 略 去 括号 
定理 8.14 设 有 模 4, 与 U 分 别 满足 4=@4, 与 =@U 令 MM 表示 4@U 的 由 
元 素 a,@u(a, eA4,, ueU,) 生 成 的 Z- 模 , 则 有 
(1D4@U=@Ms， 其 中 改 ,24.@U; 
W818 OU 040) 
Oe 局 
(2) 是 (1) 的 直接 推论 ， 所 以 ， 只 需 证 明 (1)。 由 届 , 的 定义 有 4GQU= ZY 和 


JE 


令 1: 4 一 M4 与 1: Uj 一 U 为 包含 映射 。 青 令 7: 44 与 了 :4 一 凡是 关于 直 和 的 投 


er 
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第 8 章 千 重 积 与 年 坦 楼 全 


影 喘 射 ， 则 
ew =7,1.O7' = 7.) OO!')。 
因此 ，4@/4 是 满足 Im(1,@4') 一 MM, 的 单 态 射 。 由 Ms 和 1,@4' 的 定义 ， 有 Im(1.@1") = 
NN。 即 1.@1, 诱导 出 4@U(ale4， we) 与 抽 之 间 的 同 构 w,。 这 就 意味 着 ， 不 
必 区 别 元 素 a.@u eA@ Ua eh,, weU) 与 a@u eA@U。 
由 于 w, 是 一 个 同 构 ， 故 m,@m'1w, 也 是 一 个 同 构 。 因 此 ， 有 
wi( ,OT y, =lw， 
所 以 ，w,( 7,@T') 是 A@U 到 加 上 的 投影 映射 ， 从 而 得 4BU= @Mi。 
现在 讨论 自由 模 的 张 量 积 ， 令 4 是 具有 基底 |x,11eL| 的 自由 右 S - 模 。 因 此 ， 成 
立 4 = 外" 
命题 8.1.1 4@U 的 每 个 元 素 为 有 限 和 的 形式 
EF su, ued 
式 中 ,uw #0 且 是 唯一 确定 的 
证 明 ; 
由 定理 8.1.4, v5 产 5、wS@U 二 5S@Us2U 及 由 张 量 积 的 运算 法 则 ，4G9U 中 的 每 
个 元 素 可 以 写成 有 限 和 的 形式 于 x @ w 。 余 下 的 是 要 证 其 表示 具有 唯一 性 。 
设 a = 卫 wsi(si e 5) 是 a e 4 由 基 |xJle 上 | 给 出 的 表示 形式 ， 令 hel 是 固定 的 ， 
si4， 著 5 出 现在 a 的 表示 中 
| 其 他 


es 人 和 在 兄 x 中 出 现 
0， 其 他 

由 于 同 态 的 像 是 唯一 确定 的 ， 故 心 和 0 的 唯一 性 得 证 。 

若 4 和 1 是 同 一 域 上 的 m 维和 n 维 向 量 空间 ， 则 张 量 积 是 这 个 域 上 的 mn 维 向 量 
空间 。 更 一 般 地 ， 有 如 下 命题 

命题 8.1.2 今 5 是 交换 环 ,4s 是 具有 基底 |x,，x,，…，x。| 的 自由 5 - 模 ,,U 是 
具有 基底 ，…，z| 的 自由 5 一 模 ， 则 4G@VU 是 具有 基 |x,@s1i=1, 2，… ，mi 
j=1, 2,，…n| 的 自由 $- 模 

证 明 留 给 读者 作为 习题 

设 了 也 是 -个 环 ，XsssUr 及 为 模 。 若 把 Homr( U，Y) 中 的 同 态 作用 在 U 的 元 素 
的 左边 ， 即今 p(u) 是 weU 在 peHomr(U，Y) 下 的 像 定义: 

(ps)(u) =p(su), weU, ses, peHomr(U, Y), 


入 
dad" 


则 Homr(U, 了 ) 构 成 了 一 个 右 5 - 模 。 在 这 个 意义 下 ，Homr(U，)) 可 看 作 是 出 现在 
Homs (六 ，Homr(U，Y7) ) 内 的 右 S- 模 。 进 一 步 地 ， 对 于 \Ur，XGOU 是 出 现在 Homr(X 
@U, 站) 内 的 右 7 了- 模 

现在 ,假设 已 有 从 Homr(X@U,，7) 到 Homs(X，Homr(X，yY) ) (作为 加 群 ) 的 同 态 
eurums。 于 是 ， 对 每 个 pe Hom; (XX@U，Y) ， 一 定 能 具体 地 给 出 像 P”e Homs (X， 
Homy(U，)) ) 。 对 xsX， 有 六 (xz) <sHomr(UW，J)- p (xz) 作 用 在 weU 上 可 以 写成 形 
式 p “(x)(u)。 现 在 定义 

六 (xz)(u) =p(xu), reX, ueU, xOue XQU, peHom( XOU, Y) 

利用 这 个 方法 ， 对 每 个 xeX 和 weU, p" 是 唯一 确 如 果 现 在 考虑 x,，x, e Xi 


wu, WeU; sy Hed; h, es7 


pp” (ts x253) (Wt + ut) =p( (1s + x35:) (uty + ut) ) 
=p(5@su) 0 +p(n Bau) + 

pl )n +p(x:@s 

=P (x)( Su) +p" (vO) Su)t+ 


p(w) (Sm) +p’ (x3)( su ) ts 
因此 , p* eHoms(X，Homr(U， 7))。 今 令 p p:eHomr(X@U, 站, 则 有 
(pi+p3) “(x) (1) =(p +p3) (x@u) 
=pi(x@u) +p: (xu) 
=pr (xz)(u) +py (x)(u) 
因此 ，(pi +p;)”=pi +p; 。 所 以 ， 若 令 
Pirwn: Homr(X@U, Y) ap 一 PEHom.(Y，Homr(U 7)) 
p' (x)(u) =p(x@u), xeX, uel 
则 pur.un 是 加 群 同 态 。 
定理 8.1.5 
(1) 对 每 个 三 元 组 (Xs,sUr， Yr)， 则 有 同 构 
perwn: Hom(X@U, YP) Hom(X, Homr(U, 7)) 
(2) 令 和 站 一 AssU 一 sUr， :Yr 一 Yr， 则 图 8.1 是 交换 的 


Hom:(X@U, Y) Homs(X, Homr(U, Y)) 
Hom(¢@p, 1) Hom(¢. Hom(p, 1)) 


Pv 


Hom(X’, Hom/(U’, Y’)) 
图 8.1 


Hom7(X’@U’, 7) 
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证 明 : 
(1) 置 p =pirwwy， 则 gp 是 单 同 态 。 因 为 p" =0, 故 p(x)(u) =p(x@u) =0 对 所 
有 的 xeXX 与 4eU 成 立 。 因此 , p=0. 令 oeHoms(X，Homr(U，Y))， 考虑 张 量 映射 
XxUa(r， Wa(x)(u) ey, 
则 存在 7- 同 态 p: X@U3 uo ) (u) eY。 对 这 个 p, 有 p(x)(u) = 
p(x@u) =q(x)(u)， 亦 即 g(p) =o。 因 此 ,9 也 是 一 个 满 同 态 ， 从 而 w 是 同 构 。 
(2) 对 pe Homr(X@U，Y)， 由 左边 从 上 到 下 ， 
p= Hom(¢@p , Wp) =p LO) TP LO) ) 。 
类 似 地 ， 从 右边 
pp Hom(¢, Hom(p, 7))(p* ) =Hom(p, n)p ts 
如 果 先 把 映射 作用 在 xs X' 上 ， 然 后 再 作用 到 ue U "上, 则 有 
(pp)) ro) = [mp (YB) xO) =mp (tx) 
(Hom(p, np“) x) (u) =Hom(p, mp’ (bx')(u') 
=mp" (Lx') (pu') 
=mp" (tx'@p u') 


因此 ,图 8.1 是 交换 的 ， 从 而 定理 得 证 


习题 8.1 


1. 设 有 交换 环 S 和 5 - 模 4 与 U, 证 明 : 4@U2U @4。 

2. 设 5 是 任 一 环 , 并 且 有 5- 模 B; 一 4s,sV 一 sU， 用 L(B8,，V) 记 4@U 的 由 形 如 
a@v,，b@u(aeA, beB,，veV，ue) 的 元 素 生 成 的 子 群 证明: (4/B)®( UNV) 
(A@U) /LB, W) 

3. (1) 令 B 和 VV 分 别 为 环 5 的 右 理想 与 左 理想 ,用 B+V 记 5 的 由 B 和 V 生 成 的 加 
法 子 群 ， 证明: (5/8)@(S/V)25/(B+V)。 

(2) 找 环 S 使 有 理想 Bs#5,sV#5 且 (S/B)@(S/V) =0。 

4.(1) 对 理想 B,，、 证 明 : 8@(5/V) 呈 B/BV， 其 中 BV 表示 5 的 由 形 如 bv 
(beB，veV) 的 元 素 生 成 的 加 法 子 群 

(2) 找 环 $ 使 有 理想 B8, 头 0,;V 关 5, 但 B@(S/V) =0 

5.(1) 邻 4 与 4 分 别 是 理想 8B, 与 YY 在 环 $ 中 的 包含 映射 证明: Im(1s@ 
WE 
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(2) 找 一 个 环 3 使 8@Vz#0 但 Im(1,@1,) =0。 
6. 令 Q 是 有 理 数 加 群 ， 证 明 : Qa=Q 


8.2 平坦 模 


令 4 一 R 是 环 R 的 两 边 理想 ，!: 4 一 R 是 包含 映射 ， 考 虑 映射 
I@!: AQR/A —ROR/A, 
式 中 , 1 =1w。 
命题 8.2.1 在 上 面 的 假设 下 ， 有 
(1)1®!1 =0; 
(2)4@ RS 4/ 生 ， 因 此 ， 若 4 关 生 ， 则 4G R/A#0 
证 明 : 
(1) 对 aeA, reR/A， 有 
(!® 1) (a®r) =a®r =1 + a®r =1@ar =1@0 =0 
因此 , 1@1 =0。 
(2) 设 a=a+A? eA/ 和 ,aeA， 由 于 映射 


AxR/A3(a, rareA/A: 


是 RR- 张 量 的 并 且 是 满 的 ， 故 存在 一 个 满 同 态 A: 4 国 R/A 一 4/4 使 得 A(a@ 7r) = 


ar。 令 


Far Tar@l=( Fan)@Teker(h) 


于 是 ,了 arie 人 在。 因此, 于 an= 避 oo 其 中 避 ， a eA。 所 以 ,有 


f 
4 人 


( Ear 六 wenGi- 5 (a/a’@®1) = 二 vew= 天 au@0， 
即 A 也 是 单 同 态 ， 因 而 实际 上 是 一 个 同 构 。 所 以 ,在 下 天 4 的 情形 下 ，!: 4 一 R 是 一 个 
单 同 态 , 但 QI1 不 是 单 同 态 。 
另 一 方面 ， 存 在 模 ,M 使 得 对 每 个 单 同 态 a: 4 一 Bn， 映射 
a@® 1,: AOM—BOM 
也 是 单 同 态 。 就 像 下 面 要 证 明 的 ， 所 有 投射 模 W 均 满足 这 些 性 质 。 这 类 模 在 诸多 方面 
都 是 很 有 趣 的 。 


MN 
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定义 8.2.1 尽 - 模 ef 叫 作 平坦 的 ， 若 对 每 个 单 同 态 
a: 4 一 Be， 
映射 aq@1y 也 是 单 同 态 。 
推论 8.2.1 平坦 模 的 同 构 像 也 是 平坦 的 。 


证 明 : 
令 eM 是 平坦 的 ，p:nMnN 是 一 个 模 同 构 ， 则 有 交换 图 图 8. 2。 
A@M ,BON 
"| Dew 
> 
A@N -一 “8QN 
图 8.2 


由 于 1,@e 和 1,@w 是 同 构 ， 故 a@1, 是 单 同 态 所 a@1y 是 单 同 态 。 


定理 8.2.1 令 M = 由 M( 或 WM = 国 员 )， 则 有 : 由 是 平坦 的 eVis1，j1 是 平 
坦 的 。 

证 明 : 

由 推论 8.2. 1， 只 需 考虑 wu=Ua,. 其 元 素 记 为 (m,) 。 图 8. 3 是 交换 的 。 


a@(Lu)— lu) 
Uea@u) le Ua@u) 
图 8.3 


令 重 直方 向 的 映射 是 定理 8. 1. 3 中 定义 的 同 构 (例如 ， 左 同 构 a@(m) 呈 (a@m,))， 
则 a@1y 是 单 同 态 (a@1w ) 是 单 同 态 全 每 个 MM 是 平坦 的 。 于 是 ， 定 理 的 结论 得 证 。 

定理 8.2.2 每 个 投射 模 都 是 平坦 的 

证 明 : 

由 于 每 个 投射 模 同 构 于 一 个 自由 模 的 直 和 项 ， 故 由 推论 8. 2. 1 和 定理 8. 2. 1， 只 要 
证 明 结论 对 uk 成 立 就 行 了 。 在 交换 图 图 8. 4 中 ，a@ 1 是 单 同 态 全 a 是 单 同 态 。 


A®R ,BOR 
A 8 
图 8.4 
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下 面 讨论 这 样 的 问题 ， 具 有 何 种 性 质 的 环 R 使 得 其 上 的 每 个 尺 - 模 是 平坦 的 。 

引 理 8.2.1 设 有 R- 模 Bs 和 we， 

(1) 著 0= 寺 4h@m,e B@M， 则 存在 有 限 生成 子 模 B, 一 B 与 M。 一 M(b, eB,， 
me Mo) 使 得 0=  b.@m,e BOM, 

(2) 设 Bi 一 B, M 一 M, 0= 5 bm eB QM, M0= 5 bm, eB M, 

证 明 : 

(1) 首 先 取 守 六 @m, 内 的 六 和 m, 分 别 作为 B,。 和 MM 的 生成 元 。 为 使 > b.@m, = 
0e B,@M,， 还 需要 其 他 元 素 分 别 作为 B, 和 M, 的 生成 元 .在 上 节 定 义 8.1.1 的 意义 
下 , 了 b,@m, =0eB@M 表示 也 (bm,) eK=K(B， MH)， 其 中 KK=K(B，M) 依 赖 
于 B 和 以。 于 是 ， 加 (b,,m,) 可 表示 为 上 的 生成 元 的 Z- 线 性 组 合 (在 8.1.1 定义 的 意 
义 下 ) 。 在 这 个 表示 中 ， 仅 有 有 限 多 个 第 一 分 量 取 自 于 B 和 仅 有 有 多 个 第 二 分 量 取 自 于 
JW。 令 这 些 元 素 分 别 为 Bg 和 jl 的 生成 元 则 有 守 (bm,) seK(B，Mo)。 因 此 ， 
0 = hmeB,®M, 

(2) 令 局 : 8 一 有 与 144: MM 一 MM 为 包含 映射 则 有 0= (ls@ly) (0) = (1,,@ 
WW) (Eb Om) = ThOmeBON 

推论 8.2.2 设 ,iM 是 一 个 模 且 使 它 的 每 个 有 限 生 成 子 模 包含 在 一 个 平坦 子 模 内 ， 
则 以 是 平坦 的 。 

证 明 : 

令 a: 4r 一 Br 是 单 同 态 , 设 也 oa.@m eKer(a@1y)。 由 引 理 8.2.1(1)， 存 在 有 
限 生成 子 模 Wo 一 放 使 得 二 a.@m, eA@M, 和 a@me Ker(a@1y,), 令 M 一 
导 , 一 MM， 且 MM, 是 平坦 的 ， 则 由 引 理 8.2.1(2)， a,@b,e Ker(a@1y )。 由 于 MM 是 
平坦 的 , 则 一 定 有 于 a, 因由 =0 e 4@M。 由 引 理 8.2.1(2), a@m =0e 
4 国信 。 所 以 ,MM 是 平坦 的 。 

推论 8.2.3 若 对 一 个 同 态 a: 4 一 Bn 和 一 个 模 sM， 

a®ly: AMN —BON 
不 是 单 同 态 ， 则 存在 有 限 生成 子 模 4。 一 省 使 得 (al, )@1, 也 不 是 单 同 态 
证 明 : 
由 假设 ， 存 在 元 素 0 关 六 加 me Ker(a 四 1s) 令 4 是 4 的 出 现在 


一 
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有 a @m, 中 的 a, 生成 的 子 模 ， 则 由 引 理 8.2. 1(2)， 有 
0 Ean, < do@H。 


于 是 ，((alw)@l)( Ba Bm) = Za(o)@m =0s89M。 

为 验证 模 sM 是 否 为 平坦 的 ， 根 据 推论 8. 2.3， 只 需 验 证 这 样 的 单 同 态 a: 4 一 B， 
其 中 4 是 有 限 生成 的 模 即 可 。 现 在 的 问题 是 ， 是 否 进一步 限制 “检验 单 同 态 "a: 4 一 B 
的 类 。 首先 回 到 内 射 模 和 贝尔 判定 准则 的 情形 上 。 

令 D=Q@/Z ,其 中 Q 为 有 理 数 加 群 ，Z 为 整数 加 群 ，X 为 Z- 模 ,定义 X* = Homz 
(X，D) ， 则 X" 是 一 个 Z- 模 。 若 X 为 左 尺 - 模 sM， 令 

(er)(m) =p(rm), 其 中 peM°, reR, meM 
则 MM? 构成 右 R- 模 ， 从 而 可 看 作 Z-R - 双 模 。 对 任意 的 同 态 ;xM 一 x:N， 则 p= 
Hom(4，1,): N° 一 M?° 是 右 R- 同 态 

同时 , 可 将 D=Q/Z 看 作 Z- 模 ， 有 以 下 命题 

命题 8.2.2 关于 D=Q@/Z ， 下 列 叙 述 成 立 : 

(1)D=Q/Z 是 内 射 Z- 模 ; 

(2) 若 对 任 Z- 模 M, 令 Ker(M，D) = ,eum Ker(P), 则 Ker(M, D) =0。 

证 阴 : 

(1) 由 于 Q/Z 是 可 除 加 群 ， 因 此 D =Q/Z 是 内 射 的 。 

(2) 任 取 meMM, 令 a: Z rm mremZ CM， 则 a 是 满 Z- 同 态 。 于 是 必 的 子 模 
mZ 与 Z /Ker( a) 同 构 。 又 因为 Ker( a) 一 定形 如 nZ ， 故 每 个 单 Z- 模 同 构 于 形 如 Z /n 
Z 的 模 (neZ )。 对 每 个 nz#0， 


B: ZLnZ 32D+2 eQ/Z 


是 单 同 态 ， 由 于 M, =m Z 是 有 限 生成 的 ， 所 以 由 定理 1.2.1 的 推论 ，M, 有 极 大 子 模 
4。 因 此 ,上 = 以 /4 是 单 模 。 从 而 ， 存 在 neZ 使 Z /nZ 是 单 Z- 模 且 E 与 Z /nZ 同 构 。 
设 y 为 此 Z- 模 同 构 。 若 令 1: M, 一 必 为 包含 映射 /: Mi =mZ 一 E 为 自然 满 同 态 ， 则 

合成 同 态 Byf: M, 一 Q/Z 。 由 于 Q/Z 是 内 射 的 ， 故 存在 同 态 p: M 一 0/Z 使 图 8.5 
交换 
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于 是 ，ep(m) =By f(m) #0。 所以，Ker(M, D) =0 
命题 8.2.3 对 同 态 a: 4 一 B， 下 列 是 等 价 的 : 

(1)a@1y 是 同 态 ; 

(2)Hom( a@1w，1,) : (8G@M)* 一 (4@QMW) "是 一 个 满 同 态 ; 
(3) Hom(@a, Hom( 1y, 1,)) = Hom(a，lw): Hom(B，M°)—Homy (A，M°) 是 满 


“(1) = (2)"; 若 a@1y 是 单 同 态 。 任 /e Hom; (A@M，Q/Z )， 由 于 Q/Z 是 内 
射 的 ， 则 存在 同 态 p: 8@M 一 Q/Z 使 图 8.6 交换 ， 即 有 /=p(a@1v)。 于 是 Hom( a@ 
1w，1,) 是 满 的 。 

A@M 2@ly BOM 


7 9 
Q/Z 
图 8.6 
“(2) = (1)": 由 命题 8.2.2， mavwKer) =0 是 满 的 ， 故 
0 CS =Ker(/) sr umKer(f (a@ly)) 


人/ [Ker(f) ]—(a®1ly) (0) =Ker(a®1y)—0 

故 Ker(a@1y) =0。 所 以 ，a@1y 是 单 的 ， 从 而 (1)e>(2) 

由 定理 8.1.5(2) 知 ，(2)e>(3) 

定理 8. 2.3 对 模 W， 下 列 叙述 是 等 价 的 : 

(DaW 是 平坦 的 ; 

(2) 对 每 个 有 限 生成 右 理想 4 一 Re， 及 包含 映射 1: 4 二 Re， 则 1,@1y 是 单 
同 态 ; 

(3)Mr° = Homz (W，D) 是 内 射 的 

证 明 : 

在 命题 8. 2. 3 中 ， 若 对 于 每 个 但 同 态 a，(1) 、(2) 、(3) 是 等 价 的 ， 则 (1) 蕴涵 
着 al 是 平坦 的 ，(3) 蕴 涵 着 M% 是 内 射 的 ， 即 (1) 与 (3) 等 价 。 由 定理 3.7.1，M% 是 内 
射 的 全 对 所 有 的 包含 映射 1,: 44 一 Bs，(3) 成 立 。 所 以 ， 若 再 回 到 命题 8.2.3 中 的 
(1)， 则 MW? 是 内 射 的 所 对 每 个 44 一 Re，L,@I1u 是 最 后 ， 根 据 本 节 的 三 个 推 
论 ， 可 以 局 限 到 有 限 生成 右 理想 4 一 Re 上 。 所 以 . 我 们 有 "*(3)e(2)” 

对 于 哪些 环 ， 它 上 面 的 模 是 平坦 的 ? 现在 解决 这 个 问题 。 若 每 个 模 是 投射 的 或 内 
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射 的 ， 则 所 在 的 环 一 # 单 的 。 由 于 每 个 投射 模 是 平坦 的 ， 因 此 ， 半 单 环 一 定 包含 
在 下 面 定理 所 刻画 的 那些 环 里 。 

定理 8.2.4 ”对 于 环 R， 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(1) 每 个 模 iM 是 平坦 的 ; 

(2) 对 每 个 元 素 reR， 存 在 一 个 元 素 r' eR 使 得 mr'r=r; 

(3)R 的 每 个 循环 右 理想 是 Re 的 直 和 项 ; 

(4)R 的 每 个 有 限 生成 右 理想 是 Rs 的 直 和 项 。 

证 明 ; 

“(1) 寺 (2)"; 对 任 reR， 考 虑 包含 映射 1: rR 一 R， 则 由 假设 ， 

I@lun: RO(R/R) RO R/Rr) 


是 单 同 态 . 由 于 (1@1w) (7@1) =r@1 =1@rl =1@0 =0。 故 0=r@rerR@(R/ 


Rr)， 记 y=y+RreR/Rr， 今生 = 呈 +rRrerR/rRr， 则 显然 有 
rRxR/Rra (re, y) ary erR/rRr 
是 一 个 尺 - 张 量 映 射 。 所 以 
TR (R/Rr) 3 Tr, @y rey, e rR/rRr 

是 一 个 同 态 ( 加 群 的 ， 甚 至 是 一 个 同 构 )。 由 于 0 =r@1 erR@(R/Rr) 。 因 此 ,re rRr， 
即 存在 reR 使 得 rr'r=r 

“(2) = (3)": 由 rr=r 得 (mr) (rr) =(rrr=m。 因 此 e=r' 是 一 个 寡 等 元 。 
所 以 R=eR@(1 -oe)R。 进一步 地 ， 有 eR=rr'R 一 rR。 另 一 方面 由 于 er =rrr=r， 故 
有 1 坝 一 eR 因此 ,rR =eR 

“(3) 一 (4)": 用 数学 归纳 法 对 生成 元 的 个 数 证 明 每 个 有 限 生成 右 理想 是 由 一 个 
宕 等 元 生成 的 .归纳 开始 ， 巾 (3) 知 成 立 ， 央 为 如 果 Rs =rR@A4, 则 1=e +e,, el e 
rR， ms4,， 故 mm 与 是 正 交 宕 等 元 , 且 rR=eR, 4=eR( 引 理 5.2.1)。 今 令 B= 
IR+ +7R 一 Re。 由 归纳 假设 ， 存 在 一 个 守 等 元 eeR 使 得 eR=nR+… +m-IR。 因 
此 ,由 于 7 =er, + (1 -e)r,,， 我 们 有 rR 一 er,R+(1-e)r,R， 所以, B=eR+r,R= 
eR+(1 -er 

如 同 归 纳 开始 所 证 明 的 ,存在 寒 等 元 feR 使 及 =(1-e)rR。 所 以 ，eR +r,R= 
eR+JR 成 立 由 于 fe (1-e)r.R, 故 ef =0。 断 言 g=e+/(1-e) 是 备 等 元 , 且 &R = 
eR+JR=nR+…+r,R 首先 ， 有 gR 一 eR+/JR。 进一步， 有 geR=eR 一 gR, 及 gfR= 
(f+ 放 +1)R=fR 一 gR( 因 为 f=0 与 上 = 有， 因此，gR=eR+JR。 最 后 

gr =fetfl-e) [ethl-e)] =e+f1l -el -e) 
=e+f -fe=e+/(1 -e)=g, 


pT 


即 g 是 个 短 等 元 。 于 是 ，R, =gR@(1 -&)R。 从 而 (4) 得 证 。 
“(4) 二 (1)": 由 定理 8.2.3， 只 需 证 明 ， 对 每 个 包含 映射 0: 44 一 Ri， 其 中 44 
是 Rs 的 有 限 生 成 右 理想 ， 和 任 一 个 模 sW， 映 射 0 @1，v 是 单 同 态 即 可 
由 于 4 是 Rs 内 的 直 和 项 ， 故 存在 等 等 元 #8 使 4=gR。 令 
二 <“@m = 5 go.Om,= 5 oOm, 
= 二 ugam, =g®( 过 gam,) eker(l, Oly) 
因此 , g@ 过 om =1@ 寺 gom =0eR@M， 于 是 由 命题 8.1.1， 对 gom, =0- 因 
此 , 了 a@m,=g@( 脆 gaum,) =g@0=0。 所 以 , 1,@1y 是 单 同 态 。 于 是 (1) 得 证 。 
注 : 显然 ， 对 于 边 来 说 ， 定 理 8. 2. 4 的 (2) 是 对 称 的 ， 所 以 ， 也 有 对 应 于 左边 的 等 
价 条 件 
定义 8.2.2 满足 定理 8. 2. 4 中 条 件 的 环 尽 叫做 正则 环 
于 是 ， 每 个 半 单 环 是 正则 的 。 然 而 ， 反 之 则 不 一 定 成 
是 半 单 环 的 例子 
为 构造 这 样 的 例子 ， 设 人 是 一 个 正则 环 ( 例如 域 ) 、 令 
R= I K,, K,=K, i= 


利用 分 量 方 式 定义 加 法 。 类 似 地 ， 可 定义 乘法 (名) ， (大 ) = (kh,')。 则 RR 构成 了 一 个 
环 。 这 个 环 是 正则 的 。 亦 即 ， 令 上 = 各， 则 有 () (如 ')(h) =(h)， 如 果 玉 为 域 ， 
则 选取 


立 。 下 面 给 出 一 个 正则 环 不 


kr kx0 
| 


0 k=0 


易 证 4= [Ws 中 的 双边 理想 ， 且 在 sR 和 R 中 均 是 大 的 因此 ,4 不 是 Rs( 或 .R) 的 直 
和 项 ， 所 以 R 不 是 半 单 的 。( RA/4)。 和 ( RA/4) 均 不 是 投射 的 ， 否 则 ，R 一 R/4 将 分 烈 。 
由 于 每 个 RR- 模 是 平坦 的 ， 故 (R/4)。 是 平坦 的 但 不 是 投射 的 

最 后 ， 研 究 在 什么 条 件 下 ， 平 坦 模 的 商 模 也 是 平坦 的 

引 理 8.2.2 令 wlf 是 平坦 的 ,，U 一 xM，4 一 R。，!: 4 一 R 表示 包含 映射 ， 则 下 列 
是 等 价 的 : 

(TUQLw 4@( M/U )—R@( MAU) 是 单 同 态 ; 

(2)UNAM=AU 

证 明 : 

“(1) = 20)": 令 w= um eUNAM. 则 对 (= 工 am eA M/U), 有 (1 
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Q@lv)t0=-Yoe@m=I@Yowm 
=0。 对 应 


iI@ 5 u=0eR@(M/U). 因此 ， 由 假设 得 


Ax(M/U) a(a, 下)-am: am+AUEeAM/AU 
显然 是 RR- 张 量 映射 。 由 此 诱导 出 一 个 同 态 
A: AQ(M/U) —AM/AU, 


由 1=0 得, 0=A(0) =A(1) = 也 am, =& 因此 , ueAU 
= 了 工 waQ@m eAQ( M/U), 且 
(1@1 0) (= wuQ@m =1® > am =0。 
因此 ,于 a,@m, - 于 a@u e Ker(1@11,)。 由 于 人 机 是 平坦 的 , 故 有 Ker(1@1w) =0。 
这 就 著 含 着 卫 a.@m, = 二 oi@uw- 因此 . 对 y: MM/AU; 
1=(L@( 5 Om,) 

= ZuwQ@m 

=(1,@Y) (4,@u) 

= 5 ou, 

=0eA@(M/U) 


所 以 ，1@1y ,是 单 的 

注 ; 对 于 "(1) = (2)" ,没有 用 到 iM 是 平坦 模 的 假设 ， 仅 对 "(2) 一 (1) "用 到 。 

定理 8.2.5 令 el 是 平坦 的 ,U 一 x:M， 则 下 列 是 等 价 的 : 

(1)MAU 是 平坦 的 ; 

(2)UNAM =4U 对 每 个 有 限 生成 理想 4 一 Rs 成 立 。 

证 明 : 

由 引 理 8. 2. 2 和 定理 8. 2. 3 即 得 证 

定理 8.2.6 今 ,P 是 投射 的 ，U 一 Rad( P) ， 如 果 PAU 是 平坦 的 ， 则 U =0。 

证 明 : 

(1) 首先 对 自由 模 sF 证 明定 理 中 的 结论 , 令 |x,1ie1| 是 的 基 , 令 ueU， 其 表示 
为 w= 了 ax，(a,eR) 用 4 = 了 a,R 表 示 u 的 系数 a 生成 的 右 理想 ,由 定义 , 这 
是 有 限 生成 的 “由 引 理 8.2.2， 有 Un4F=40: 因此 , w= bw, be4, weU。 由 
假设 ， 有 忆 一 Rad(P) = Rad(R)A。 所以， 由 于 Rad(R) 是 两 边 理想 ， 故 在 表示 必 = 
并 ore 中 ,所 有 的 msRad(R)。 于 是 
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w= Por = > Ebon 
比较 系数 , 得 a, = 了 bec, s 4Rad(R) 

由 于 对 4 的 所 有 生成 元 ， 这 个 关系 成 立 。 于 是 , 4 一 4Rad (4)。 因此 4 = 
ARad( R) ,由 7.2 的 几 个 定理 ,一 定 有 4=0。 从 而 也 有 w=0。 由 于 ueU 是 任意 的 , 故 
U=0。 因 此 ,结论 对 自由 模 成 立 

(2) 今 设 P 是 自由 模 所 的 直 和 项 , 故 忆 = P 图 忆 : 令 册 一 Rad(P)， 且 P/U 是 平坦 
的 , 令 v; F 一 FVU 为 自然 满 同 态 ， 则 

F/U=wF) =v(P) +v(P,) 


由 于 U 一 P， 我们 进一步 有 

VCP) +v(P,) =v(P)@v(P,) 
又 w(P) =(P+U)/VU=P/U, v(P,) =(P,+U)/U=P,/P,N USP,, 因此 , F/Us (P/ 
U)@P,。 

由 假设 ，P/U 是 平坦 的 。 由 定理 8.2.2，P, 是 平坦 的 .于 是 由 推论 8. 2. 1 和 定理 
8.2. 1，F/U 是 平坦 的 。 由 于 VU 一 Rad(P) 一 Rad(F) 、 故 =0。 于 是 ,对 任意 一 个 投 
射 模 ， 由 定理 8. 2. 1 知 ， 本 定理 的 结论 成 立 

由 于 0 - 模 是 平坦 的 ， 作 为 直接 推论 。 那么 得 到 定理 7. 6. 2 中 的 结论 。 

推论 8.2.4 令 wP 是 投射 模 , 且 Rad(P) =P, 则 P=0 


习题 8.2 


1. (1) 令 nM 是 自由 模 ， 基 为 1e, lie 1 。 证明 ;对 一 村， 下 列 叙 述 是 等 价 的 : 
(QDMAU 是 平坦 的 ; 

@ueU 二 ueA,U， 其 中 4, 是 wu 关于 基 |e,lie1 的 系数 生成 的 右 理想 。 
@ueU > 存在 p: M= U 使 pg(u) =u 

@u，…，u, eV 二 存在 wp: MU 使 成 立 p(u) =u, (i=1, 2,…, n)。 
(2) 证 明 : 对 投射 模 :M， 上 面 的 中 、@ 国 、 四 是 等 价 的 

2. 令 R 是 一 个 交换 环 ,nM 是 半 单 模 ， 证 明 : 

(1) 如 果 wM 是 内 射 的 ， 则 它 是 平坦 的 ; 

(2) 如果,M 是 平坦 的 ， 且 它 仅 有 有 限 多 个 齐 次 分 支 ， 则 它 是 内 射 的 
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范畴 是 从 数学 的 各 个 领域 中 概括 出 来 的 一 种 高 度 抽 象 的 数学 系统 。 数 学 的 各 个 领 
域 都 有 各 自 的 研究 对 象 。 例 如 ， 集 合 论 研究 集合 与 映射 ; 群 论 研究 群 与 群 的 同 态 ; 拓 
扑 学 研究 拓扑 空间 与 连续 映射 ， 等 等 。 在 20 世纪 中 期 ， 数 学 家 们 认为 有 必要 将 各 个 领 
域 中 的 研究 对 象 都 各 自 合 在 一 起 成 为 一 个 总 体 ， 使 之 各 自 总 体 都 是 一 种 数学 系统 。 这 
就 是 范畴 于 是 ， 所 有 的 集合 与 映射 组 成 集合 的 范畴 。 所 有 的 群 与 群 同 态 组 成 群 
范畴 ， 所 有 的 拓扑 空间 与 连续 映射 组 成 拓扑 空间 的 范畴 ， 等 等 。 因 此 ,在 范畴 与 范畴 
之 间 往 往 存在 着 内 在 的 联系 与 变换 。 例 如 ， 任 意 一 个 群 C 都 可 以 通过 变换 手续 而 变 成 

-个 交换 群 ， 以 C( C) 表 示 6 的 换 位 子 群 ， 则 6/C( C) 是 一 个 交换 群 。 因 此 ， 交 换 化 手 
续 就 把 群 范畴 变 成 了 交换 群 的 范畴 。 这 种 内 在 的 联系 与 变换 提供 了 所 谓 函 子 的 概念 。 

本 书 将 在 第 9 章 介 绍 一 般 范畴 和 函 子 的 基本 知识 ， 并 讨论 环 上 的 模 与 模 同 态 构成 

的 模范 畴 的 基本 性 质 


9.1 范畴 的 定义 


定义 9.1.1 范畴 是 一 些 对 象 ( 记 为 4，B，C，…) 构 成 的 类 ZF 且 满 足 如 下 条 件 : 

(1) 对 应 于 中 每 对 对 象 4，B， 存 在 一 个 集合 ， 记 为 Hom(4，B) ， 这 些 集合 是 互 
不 相交 的 ， 同 时 ，Hom( 4，8B) 中 的 元 称 为 是 从 4 到 B 的 态 射 ， 记 为 /: 4 一 B。 而 且 ，4 
叫 作 了 的 定义 域 ，B 叫 作 / 的 变 区 

(2) 对 应 于 类 C 中 任 三 个 对 象 4，B，C， 存 在 一 个 函数 : 

Hom(B, C) x Hom(4，B) 一 Hom(4，C) ， 
(8 用 一 5 大 

/: 4 有 与 5: BC 的 合成 ， 并且 服 从 如 下 两 个 定律 : 
?B 与 g: BC 及 hh: CD 是 中 的 态 射 , 则 : h。(g。 


其 中 , g。f: 4 一 C 称 
全 结 侣 律 ， 如 果 /: / 
N=(hog)ef 


Ln 
人 


@ 恒 等 律 : 对 多 中 每 个 对 象 B， 存 在 态 射 1,: 8 一 B 使 得 对 任 态 射 /: 4 一 B 及 g: 
BC 成 立 1s/=/ 与 g°。1s=g 

定义 9.1.2 在 范畴 ZX 中 ， 一 个 态 射 /: 4 一 "B 称 为 是 一 个 等 价 ， 如 果 存 在 和 中 一 个 
态 射 g: B 一 4 使 得 g。/=1, 与 /。g=1s。 这 时 称 4 与 B 是 等 价 的 ， 有 时 也 称 4 与 8 是 
同 构 的 , / 叫 作 同 构 态 射 或 单位 态 射 

显然 ， 两 个 等 价 的 态 射 /与 g 的 合成 ， 如 果 /。g 有 意义 的 话 ， 仍 是 一 个 等 价 。 范 
畴 例子 如 下 : 

1. 令 7 是 集合 构成 的 类 ， 对 任 4，Be./，Hom(4，B) 是 集合 4 到 集合 有 的 映射 全 
体 ， 则 易 见 .7 是 一 个 范畴 ， 这 时 , /是 等 价 是 双 射 

2. 令 多 是 全 体 群 ，Hom(4，B) 是 群 同 态 /: 4 一 8 的 集合 ， 则 4 是 一 个 范畴 ， 这 里 
态 射 /: 4 一 8 是 一 个 等 价 es/ 是 群 同 构 。 所 有 阿 贝尔 群 的 范畴 4 可 类 似 定义 

3. 令 . 珍 为 环 R 上 右 模 全 体 ，Hom( 以 ， NN) 为 R- 模 同 态 p: MN 全 体 ， 则 六 构成 
一 个 范畴 ， 称 为 R -模范 畴 

4. 令 取 是 偏 序 集 (S，< ) 构 成 的 类 ， 态 射 /: (5，< ) 一 (7，< ) 为 映射 /: 5 一 7 使 
得 对 任 x, ye5 且 x<y 时 , /(x)</(y) 成 立 

5. 设 和 为 一 个 集合 ， 其 元 素 之 间 存 在 一 种 可 传 与 自 反 的 关系 RR 即 车 aRb, 且 
bRe， 则 aRc， 而 且 对 任 aew，, 均 有 aRa， 这 种 集合 称 为 拟 序 集 ， 现 在 以 的 元 素 为 对 
象 作成 一 个 范畴 Z， 使 当 aRb 时 ， 规 定 Hom(a, 45) 为 一 个 单元 集合 ， 即 只 含有 一 个 元 
素 ， 其 唯一 的 元 素 是 符号 mw。 如果。 与 45 无 此 关系 ， 即 当 aRb 时 ,定义 Hom(a, 5b) 为 
空 集 。 逐 条 验证 可 知 是 一 个 范畴 。 注 意 ， 这 里 的 态 射 不 是 映射 ， 更 不 是 同 态 。 

定义 9.1.3 邻 Y 是 一 个 范畴 ，|4,1iel| 是 XY 的 一 族 对 象 ， 则 对 象 族 |4,1ie 咱 的 
积 是 ZF 中 一 个 对 象 P 及 一 族 态 射 7,: P 一 4,, 1ie1 使 得 对 任意 对 象 B 与 态 射 族 | 9,: 
B 一 A,1ie 1| ， 存 在 唯一 的 态 射 p: B 一 P 使 得 7,。p =y,( Yie1)。14,1ie1| 的 积 P 通 
常 记 为 I 4,。 有 时 ， 用 交换 图 描述 积 是 很 有 帮助 的 ， 把 1= 11， 21 时 的 积 以 交换 图 形 


式 描述 如 下 :|4,，4,| 的 积 是 4 一 *P 一»4, 使 得 对 任意 其 他 形式 的 4 一 B54,， 
存在 唯一 的 态 射 p: 8-P 使 图 9.1 是 交换 的 


图 9.1 
定理 9.1.1 如 果 (P，|7,| ) 和 (QOQ，1y,| ) 均 是 范畴 中 同一 对 象 类 |4,1ie 咱 的 
积 , 则 P 与 0 是 等 价 的 


0 
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证 明 : 
由 于 PP 与 0 均 是 积 , 存在 态 射 /: P 一 0 与 g: 0 一 P 使 得 对 每 个 iel, 图 9.2、9.3 
交换 
PP 一 一 -2 人 
人 yi fi 
Ai A} 
图 9.2 图 9.3 
对 每 个 ie 1， 通 过 /与 & 的 合成 得 到 下 面 的 交换 图 ， 如 图 9.4 所 示 。 
P. 
从 和 
~ 
图 9.4 
因此 ，& 。/: PP 是 一 个 态 射 且 使 得 r。(&。 = mi( 对 任 ie1)。 但 根据 积 的 定 
义 ， 存在 唯一 的 态 射 具 有 这 个 性 质 。 由 于 映射 1,: P 一 P 对 所 有 ie/ 使 成 立 ri 1。 = 


7 由 唯一 性 ， 有 g。/=1。。 同样 地 ， 利 用 Q 是 积 可 证 得 /。g = lv。 因此, /: PQ 是 
-个 等 价 

定义 9.1.4 范畴 中， 一族 对 象 14,1ie /| 的 上 积 是 ?中 的 一 个 对 象 .7 和 一 族 态 
4, 一 Slie /| 。 使 得 对 任意 对 象 B 和 一 族 态 射 1y,: 4, 一 Blie1| ， 存 在 唯一 态 射 
-有 使 几 *。4 = 峭 ( 对 所 有 ie1) 成 立 

通常 14 Me 中 的 上 积 记 为 | 4,。 类 似 地 可 证 下 定理 。 

定理 9.1.2 如 果 (.X，|41 ) 与 (YX"，|A,1 ) 是 范畴 多 中 一 族 对 象 |4,1ie1| 的 两 个 
上 积 ， 则 .与 .V7' 是 等 价 的 


习题 9.1 


1. 设 的 对 象 是 所 有 正 整 数 ，m，n 是 两 个 正 整数 ， 令 
9p, m>n 
所 有 整数 环 上 m xn 矩阵 , mn; 
态 射 的 合成 是 通常 矩阵 的 乘法 ， 证 明 和 是 一 个 范畴 。 
2. 设 4 是 范畴 乞 的 一 个 对 象 , 证 明 : YX(A，4) 是 一 个 有 单位 元 的 半 群 ， 进 一 步 证 
明 Z(4，4) 中 所 有 单位 态 射 构成 的 群 。 
3. 证 明 ; 在 整 环 范畴 人 中 包含 映射 j: Z 一 Q 是 既 单 且 满 的 态 射 但 不 是 单位 态 


Cl(m, n) -| 
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射 ， 这 里 Z 是 整数 环 ，Q 是 有 理 数 域 。 
4. 设 5 是 一 个 非 空 集合 , 令 所 的 对 象 类 为 lalae S| ,而 中 任 两 个 对 象 a 与 $ 


网 江 Pr 
的 态 射 集 为 肥 (a,) -{ 证 明 是 一 个 范畴 。 
9 a#b 


9.2 逆 范 畴 与 对 偶 原 则 


设 2 为 一 个 范畴 ， 4，B，C，… 为 其 对 象 ，X(4，B) 为 其 态 射 集 , 我 们 利用 不 做 
一 个 新 的 范畴 乡 " 。 

取 多 "的 对 象 仍 为 4，B，C，…， 但 为 区 别 起 见 ， 同 一 个 4 作为 4 在 ZY" 的 对 象 时 
改写 成 4。 又 取 态 射 集 2 "(4?，B") =Y(B，4)， 同 样 ，o e (8,4) 在 作为 2*(4， 
B") 中 元 素 时 ， 改 写 为 ao"。 因 此 ,同一 个 a， 在 中， 它 的 定义 域 是 上 8， 变 区 是 4; 而 
在 多 " 中 , 它 的 定义 域 却 是 4 =4， 变 区 是 B=B。 当 o ex (4, 8B), TeZ"(B"， 
0) 时 , 因 geZF(B, 4), reZF(C, B), 故 oreY(C, 4)=X"( 各 ,，C")。 所 以 , 定 
义 Trg =rr=(or) eZ "(409)。 一 般 地 ,定义 gig3…os =oso, 1…01。 容 易 验 
证 ，Z" 是 一 个 范畴 ， 称 之 为 范畴 4 的 逆 范 畴 。 显 然 x ”= 

逆 范 畴 所 起 的 作用 在 于 它 提供 了 极其 重要 的 对 偶 原 则 

假定 .7 是 一 名 对 任何 范畴 都 有 意义 的 陈述 语 ， 比 如 说 明 一 个 概念 ， 提 出 一 个 命题 ， 
肯定 一 条 规律 等 。 将 .XY 引用 于 范畴 与 2" 上 ， 就 得 到 两 句 有 关 与?" 的 陈述 语 
A( 多 ) 与 Y( 多 ")。 最 后 ， 将 .7( YX”) 翻译 成 一 句 有 关 的 陈述 语 ， 即 ,7 (2 ) 中 多? 
的 对 象 都 换 成 ZF 的 相应 对 象 ，Z" 的 态 射 都 改 成 “的 态 射 ， 这 样 得 到 的 陈述 语 .7*( 多) 
就 是 .X( 轨 ) 的 对 偶 陈 述 语 。 车 .X( 攻 ) 说 明 一 个 概念 ， 则 .A ( 7 ) 说 明 其 对 偶 概念 ; 车 
六 ( 攻 ) 是 一 个 命题 ， 则 .7"( 系 ) 是 对 偶 命题 ; 如果 .x 是 一 条 对 ¥ 与 x" 都 已 证 明 的 定 
理 , 则 .7( 多 ) 也 是 一 条 定理 ， 无 须 再 证 ， 因 为 ./( 7") 与 .A"( 7X7 ) 是 等 价 的 ， 这 就 是 
对 偶 原 则 。 由 于 有 对 偶 原则 ， 一 个 概念 就 变 成 两 个 概念 ， 一 条 定理 就 变 成 了 两 条 定理 。 

下 面 定义 的 始 对 象 与 终 对 象 是 一 对 最 简单 的 对 偶 概 念 

定义 9.2.1 车 对 任何 对 象 4， (1，4) 一 定 是 单元 集 ( 即 仅 含有 一 个 元 的 集合 ) ， 
则 叫 作 始 对 象 ; 若 对 任何 对 象 4， 外 (4，7) 一 定 是 单元 集 ， 则 叫 作 终 对 象 ; 若 Z 既是 
始 对 象 又 是 终 对 象 ， 则 Z 称 为 零 对 象 

例如 定义 9. 1.2. 的 例 1 中 的 集合 范畴 .7 没有 始 对 象 ， 任 一 个 单元 集 均 是 终 对 象 。 

我 们 现在 解释 一 下 ， 始 对 象 与 终 对 象 是 相互 对 偶 的 概念 


er 
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以 .”( 和 ) 表 示 定 义 9. 2. 1 的 前 半 句 ， 即 始 对 象 的 定义 : 若 对 任何 对 象 4， 多 (17，4) 
- 定 是 单元 集 ， 则 ! 叫 作 和 的 一 个 始 对 象 。 那 么 ，.7( 多" ) 就 是 多 "中 的 始 对 象 的 定义 ; 
车 对 任何 对 象 扣 ，Z"(T，4*) = ZA4，7T)， 所 以 把 .XA 2) 翻译 成 有 关 2 的 陈述 语 ， 就 
得 到 .XY"( 处 : 车 对 任何 对 象 4， 红 4，7) 总 是 单元 集 ， 则 7 为 终 对 象 。 

类 似 地 ，9. 1 中 定义 的 积 与 上 积 也 是 相互 对 偶 的 概念 ， 在 9. 1 节 中 , 证 明了 积 与 上 
积 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 。 类 似 地 ， 也 可 证 明 始 对 象 与 终 对 象 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 。 
3 与 1 均 为 始 对 象 ， 则 五 (1,，1") 与 F(1'，/) 都 是 单元 集 ， 其 态 射 的 合成 均 
射 8 与 a,'， 故 1 与 1 是 等 价 的 ( 即 同 构 的 )。 这 个 命题 是 对 任何 范畴 都 成 立 
的 ， 故 它 对 XY" 也 是 正确 的 ， 但 7" 中 的 始 对 象 就 是 ZF 的 终 对 象 。 所 以 这 个 命题 的 对 侦 
命题 "范畴 XY 车 有 终 对 象 ， 在 同 构 意 义 下 只 能 有 一 个 终 对 象 " 也 必然 是 正确 的 ， 无 须 再 
证 明 。 显 然 ， 有 以 下 定义 : 

定义 9.2.2 若 范 畴 了 有 零 对 象 ， 则 在 同 构 意义 下 是 唯一 的 。 设 Z 是 任意 一 个 零 对 
象 , 0 与 0 为 了 (4,，Z) 与 (ZXZ，B) 中 唯一 的 元 素 ， 则 乘积 0zs04z 不 随 零 对 象 的 选取 
而 改变 


以 0 来 表示 乘积 02w0,z， 这 里 Z 是 任 一 零 对 象 ， 这 个 04w 叫 作 (4，B) 中 的 


%.3 态 射 、 核 与 上 核 


时 在 范畴 中 起 着 关键 作用 ， 它 不 同 于 集合 间 的 映射 ， 所 以 ， 在 本 节 讨论 一 下 态 
射 及 其 相关 的 问题 

定义 9.3.1 令 和 是 一 个 范畴 ，a: 4 一 B 是 务 中 一 个 态 射 。 则 定义 如 下 ， 
(1)a 是 单 态 射 2YXe 及 Yn, me5(C, 4), 车 ar=ar,， 则 必 有 " 
(2)a 是 满 态 射 :YXeX 及 YB,, B,e7F(B,C)。 若 Bla=Ba 则 必 有 B =B。 
(3)a 是 双 态 射 := a 既是 单 态 射 又 是 满 态 射 。 
(4)a 是 同 构 ( 或 叫 等 价 ):S 存 在 Be (8，4) 使 得 a8 =1s 且 Ba =1,。 
(5)a 是 自 同 态 :SS a 的 定义 域 4 与 a 的 变 区 B 相 同 , 即 4=B。 
(6)a 是 自 同 构 := a 是 同 构 而 且 是 自 同 态 。 
命题 9.3.1 如 果 a: 4-*B 是 同 构 ， 则 a 是 双 态 射 。 
证 明 : 今 Ba=1, 且 ogB=1s。 如 果 ay, =ay,, 则 y=14y, =Bay =Bay; =14y; =Y;， 


ro 
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即 a 是 单 态 射 。 类似 地 ， 如 果 Bla =Bya, 则 有 =Bls=Bia8g =BsaoB =Bsls =B,。 即 B 是 
满 态 射 。 所 以 ，a 是 双 态 射 

定理 9.3.1 

(1) 若 启 是 满 态 射 ， 则 /是 满 态 射 

(2) 若 g/ 是 单 态 射 ， 则 /是 单 态 射 

证 明 ; 

(1) 设 有 hf=h/， 则 hg=hjg。 因 _ 尼 是 满 态 射 故 h =h,， 从 而 /是 满 态 射 

(2) 设 有 所 =] ， 则 gjh, =gfh:， 因 gf 是 单 态 射 ， 故 加 =h,， 从 而 /是 单 态 射 。 

定理 9.3.2 同 构 态 射 是 既 单 的 且 满 的 

证 明 ;: 

车 oa 是 同 构 态 射 ， 则 存在 7 使 or 与 ro 均 是 恒 等 映 射 ， 而 恒 等 映 射 当然 既是 单 的 
且 满 的 ， 故 由 定理 9.3. 1，o 是 既 单 的 且 满 的 

核 与 上 核 是 范畴 理论 中 另 一 对 非常 重要 的 对 偶 概念 

定义 9.3.2 设 搬 是 具有 零 对 象 的 范畴 ( 当 有 和 零 态 射 ), 令 ae5 (4，8)， 则 
称 一 个 态 射 u: K 一 "4 为 a 的 核 ， 如 果 au =0， 上 且 若 对 每 个 态 射 必 : K' 一 4 使 得 a u' =0， 
则 存在 唯一 的 态 射 7: K' 一 上 使 wy =u'。 通 常 即 为 Ker(a) = (ws，AK) 

注 : 
(1) 如 果 u: K-4 是 a: 4 一 的 核 ， 则 wu 是 单 态 射 

事实 上 , 若 g,,g,e(D, 人) 使 ug, =wug;， 由 于 a wu=0， 故 qug, =aug;。 由 于 
ug =ug2 e 4 (DD，4)， 故 存在 唯一 的 态 射 y: D 一 人 使 wg, = ug; = ur。 因 此 得 g, =g; = 
7。 从 而 “是 单 态 射 

(2) 若 (4，u) 是 ae 和 (4，B) 的 核 ， 则 对 任何 同 构 态 射 w: 大 一 K，(K，mp ) 也 是 
a 的 核 。 

定理 9.3.3 若 态 射 ae 和 (4，B8) 有 核 ， 它 在 本 质 上 是 叭 一 的 

证 明 : 

若 7: K 一 4 与 y: D4 均 是 a: 4 一 B 的 核 ， 则 因为 ay =0， 必 有 唯一 的 re 罗 ( 
D, KK) 使 mr =y， 又 从 am =0， 必 有 唯一 的 oe (KD) 使 得 yr =n。 于 是 ,ro = yo 
= =mex， 这 里 ex 是 K 的 恒 等 态 射 。 又 由 于 ?了 是 单 态 射 , 故 rr =ex。 同 理 ，or =en， 
这 里 ep 是 D 的 恒 等 态 射 。 所 以 ,7 与 er 都 是 同 构 映 射 ， 从 而 人 与 书 同 构 。 因 此 ，(K， 
7) = Ker( a) 。 实 际 上 是 指 一 些 同 构 于 大 的 对 象 连同 相应 的 单 态 射 所 组 成 的 等 价 类 。 

态 射 的 上 核 是 其 核 的 对 偶 概 念 ， 为 方便 读者 叙述 如 下 : 

定义 9.3.3 设 范畴 乞 有 零 对象 ， 当 然 ， 它 就 有 零 态 射 , 则 ae 和 (4，B) 的 上 核 是 
-个 态 射 T+ e YY(B，W)， 如 果 万 满 


en 


ed 
第 9 境 范 .a 


(1)ra =0， 

(2) 对 于 任何 we 和 (8B8、C) 使 va =0， 则 必 存 在 唯一 的 re 和 (了 ，C) 使 rr =0。 
通常 a 的 核 记 为 CoKer( a) =( 久 ,7) 或 CoKer(a) = 了 。 

注 : (1)a 的 上 核 是 满 态 射 

(2) 对 任何 同 构 态 射 p: W 一 WW"， 则 pr 仍 是 a 的 上 核 。 

定理 9.3.4 ” 设 范 畴 六 有 零 对 象 ， 从 而 有 零 态 射 ， 则 单 态 射 的 核 是 (0, 0) ， 前 一 
个 0 是 指 零 对 象 ， 后 一 个 0 是 指 零 态 射 ;而 满 态 射 的 上 核 是 (0，0) 。 

证 明 : 设 ae 和 (4，B) 为 态 射 ，Ker(a) = (K,，7) ， 则 因 an =0 = a0 ， 故 7 = 
Ok。 又 因为 了 必须 是 单 态 射 ， 所 以 0 是 单 态 射 。 如 果 K 关 0， 守 (KK，K) 中 至 少 有 两 个 
态 射 ， 一 个 是 ex， 另 一 个 是 0wx， 它 们 不 能 相等 。 但 0wex =0uw0wx， 这 与 0w 是 单 态 射 
矛盾 故人 =0 

推论 9.3.1 零 态 射 的 核 与 上 核 均 是 同 构 态 射 。 

事实 上 ， 0, 的 核 geX(C, 4) 也 是 0 的 核 , 则 必 有 7e (4,C) 
使 gr=e, 与 ro =ss， 故 0 是 同 构 态 射 -“ 上 核 " 可 类 似 地 证 明 。 

定理 9.3.5 设 范畴 二 有 零 对 象 ，(4， 7,) = 本 4,， 则 对 每 一 个 we 入 ， 有 了 唯一 


mh=e, w=A 
的 /eX(4, AD ， 全 
mw =0， wzA 
其 对 偶 定 理 为 定理 9. 3.6 
定理 9.3.6 设 范畴 有 零 对 象 ，(8, ,) = [| 4,, 则 对 每 一 个 weA， 有 唯一 的 
4 
A = =A 
ger(B, + 全 a 
gu =0， w#A 
证 明 : 
利用 积 与 上 积 | 


定义 即 可 得 证 


习题 9.3 


1 对 于 群 范畴 .5， 证 明 单 态 射 与 单 同 态 是 等 价 概 念 ， 满 态 射 与 满 同 态 是 等 价 概念 。 

2. 在 范畴 中 , /是 从 对 象 4 到 对 象 8 的 态 射 ,证 明 (k，) 是 /的 核 当 且 仅 当 

(W/m =0; 

(2) 对 于 任何 DD 与 ge Hom( 有 0、 4) ， 只 要 旗 =0， 就 必 存在 唯一 的 re Hom(D，K) 
使 mr =& 

3. 在 范畴 中, /是 从 对 象 4 到 对 象 B 的 态 射 。 证 明 (WW,，7) 是 /的 上 核 当 且 仅 当 
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(1)7/=0, 
(2) 对 任 对 象 C 与 任 ge Hom(B，C)， 只 要 g/ =0 就 必 存 在 唯一 的 re Hom( WW， 
C0) ,使 rr =g。 


9.4 加 法 范畴 与 阿 贝 尔 范畴 


定理 9.4.1 具有 零 对 象 的 范畴 和 称 为 加 法 范畴 ， 它 满足 如 下 三 条 公 忆 

(1)4,: 对 任何 两 个 对 象 4 与 8B， (4，B) 总 是 一 个 加 法 交换 群 ， 
这 个 群 的 零 元 素 。 

(2)4,: 双边 分 配 律 成 立即， 如 果 g, o'ex(4, 8)，r, 7 ex(B，C)， 则 


(T+7')g=70 +7'0 ， 


射 0w 是 


T(g +0') =70 +70" 
(3)4，: 任何 有 限 个 对 象山， 心 ，… ,4 必 有 上 积 4 
注 : 
(1) 并 不 是 每 一 个 范畴 都 是 加 法 范畴 .例如 集合 范畴 .人 对 任 两 个 集合 4 与 B， 
:多 4,B) 不 是 一 个 加 法 交换 群 
(2) 在 加 法 范畴 多 中 ，z 与 o 均 为 态 射 ， 且 乘积 有 意义 ， 则 
T(-I)=-Tr=(-T)o， 
(-z)(-c) =70 
事实 上 , 由 r0 =0 与 0r =0 知 
0=70=7[o+( -7)] =70 +7( -7); 
0=00=[7+( -7)]o=70+( -7)o : 
0=0(-o)=[r+(-r)](-o)=-rr+(-7r)(-o) 
从 而 等 式 成 立 。 
定理 9.4.2 在 加 法 范畴 中 ,对象 8 与 n 个 态 射 n, ex (4,，B) 是 | 4,1 的 上 积 ， 
A=1,2,…, n， 其 充 要 条 件 是 有 唯一 的 ze”(B，4,) 使 


7, = A, 入 (1) 
Nn, =0 WEA: (2) 
而 且 并 mm =en 


证 明 : 


个 
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设 (B, 办 ) = 4,， 则 由 定理 9.3.6 得 到 定理 9.4.2 的 (1) 和 (2)。 于 是 ,对 w= 


( > TMT) N= 人 TN = 了 eu = No = Enno 
但 由 交换 图 ( 如 图 9.5 所 示 ) 知 ， 满 足 方程 gn = 7. 的 g 是 唯一 的 ， 它 只 能 是 ss, 故 


立 wr，- es 满足 图 9.5 的 ,显然 是 唯一 的 


Aw 
Mo 
B Io 
B 
图 9.5 


反 过 来 ,假定 有 与 办 E 和 (4,，B8) 有 图 9.5 的 性 质 ,。 任 取 C 与 7, eF(4,,C)， 
Sg= 全 met(B，C)， 则 i = 工 Tmem =rimim =rieu =mi， 即 图 9.6 是 


交换 的 


如 果 又 有 gn = 则 g'=g'en=g' 可 WnA= 可 gm = 袜 miri=gs 所 以 


完成 交换 图 9. 6( 对 所 有 的 入) 的 g 是 唯一 的 ， 故 (B, 7,) = La. 
be 
推论 9.4.1 定理 9.4.2 中 的 8 与 7,eF(B，4,) 是 |4,| 的 积 。 
证 明 : 
任 取 C 与 ao,eX(C, 4,)。 邻 /= > morer(C, B), 则 


Tf= mom =edo=ov。 
Ee 


如 果 又 有 ,f° =, 则 f= mf = mo = 太 
推论 9.4.2 ”在 加 法 范畴 中 ,任何 有 限 个 对 象 都 有 积 。 
推论 9.4.3 加 法 范畴 的 逆 范 畴 光 " 也 是 加 法 范畴 。 
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事实 上 , 若 (B8, 7,) = JU， , 则 ( 且 , 型 ) = 蝇 必 

注 : 推论 9.4.2 表明 对 偶 原 则 对 于 加 法 范畴 也 是 适用 的 ， 即 ， 如 果 一 个 命题 对 于 
加 法 范畴 已 经 证 实 ， 其 对 偶 命题 也 必然 是 正确 的 

定理 9.4.3 在 加 法 范畴 和 中 ， 有 : 

(1) 态 射 /是 单 态 射 当 且 仅 当 Ker(/) =0; 

(2) 态 射 /是 满 态 射 当 且 仅 当 CoKer(/) =0 

注 : 这 两 个 命题 是 对 偶 的 ， 只 要 证 明 其 中 一 个 成 立 ， 则 另 一 个 也 成 立 

证 明 : 

必要 性 来 自 定理 9.3.4。 下 面 证 明 充分 性 。 若 / 不 是 单 态 射 ， 必 有 7, 关 7, 使 得 廊 , = 
放 ， 即 Fr -7,) =0， 但 因 Ker(/) =0, 故 有 wp 使 得 0p =7, -Ti， 因 0p =0， 所 以 ri, = 
T， 矛 盾 。 

定义 多 .4.2 如果 一 个 加 法 范畴 是 阿 贝尔 范畴 ， 那 么 它 满足 下 面 三 个 条 件 : 

(1)4,: 任何 态 射 都 有 核 与 上 核 ; 

(2)4s: 任何 单 态 射 都 是 其 上 核 ( 核 ) 的 核 (上 核 ); 

(3)4。: 任何 态 射 0 都 可 分 解 成 一 个 单 态 射 n 与 一 个 满 态 射 之 积 ，o = mr， 这 个 
分 解 式 叫 作 er 的 标准 分 解 式 

注 : 阿 贝尔 范畴 光 的 道 范畴 x "仍然 是 一 个 阿 贝尔 范畴 。 事 实 上 ， 加 法 范畴 的 道 范 
上 畴 仍然 是 加 法 范畴 。 其 次 , 若是 元 中 的 单 ( 满 ) 态 射 ， 则 "是 " 中 的 满 ( 单 ) 态 射 。 
最 后 ,a 的 核 (上 核 ) 对 应 于 on 的 上 核 ( 核 ); 当 w =mr 时 ,og = 可 所 以 ， 对 偶 原 
则 适用 于 阿 贝尔 范畴 

定义 9.4.2 中 的 三 个 条 件 可 归纳 为 如 下 的 定理 : 

定理 9.4.4 加 法 范畴 是 阿 贝尔 范畴 当 且 仅 当 对 任 一 个 态 射 oe XY (4，B8) 都 有 
下 列 的 交换 图 ， 如 图 9.7 所 示 


t 
SAT 
图 9.7 
而 且 ， 

p=Ker(g) =Ker(7), (1) 
=CoKer(g) =Coker(n) (2) 
n=Ker(y), (3) 
=CoKer (p) (4) 


PT 


lee 
弟 9 间 入 - 


注 : 箭 向 ”表示 单 态 射 ,一 表示 满 态 射 

证 明 : 

“一 ": = 这 个 等 式 得 定义 9.4.2 的 (3)。 令 =Ker(c)， 则 因为 vep =0 得 
mp =0.。 又 若 mp' =0, 则 mmre' =op'=0, 故 有 7, 使 pr =p'。 所 以 p=Ker(7)。 因 "nr 

满 态 射 ，p = Ker(7)， 故 7=CoKer(p)。 由 于 本 定理 的 (1) 、(2) 、(3) 、(4) 中 , 左 
右 等 式 是 相互 对 偶 的 ， 所 以 无 须 再 证 有 关上 核 部 分 。 

“c="; 假设 对 既 有 图 9.7 又 有 定理 9.4.4 最 后 的 式 子 。o 既 有 核 Pp， 又 有 上 核 
少 ， 故 得 定义 9.4. 2(1) .条件 定 义 9. 4. 2(3 ) 直接 来 自 (9. 3.4) 的 交换 性 。 

为 证 明定 义 9. 4. 2(2) ， 先 假设 a 是 满 态 射 ， 由 定理 9. 3. 4, w= CoKer( oa ) 必 是 零 
态 射 ， 青 由 推论 9.3.5，n = Ker( 消 ) 是 单位 态 射 。 所 以 ， 当 和 是 w 的 上 核 时 ，e 也 是 p 
的 上 核 -“ 单 "的 部 分 是 对 偶 的 ， 从 而 定理 得 证 

定理 9.4.5 在 阿 贝尔 范畴 中 ， 既 单 且 满 的 态 射 必然 是 同 构 映射 。 

证 明 ; 

若 图 9.7 中 的 er 是 单 态 射 ,其 核 p 必 
构 态 射 。 又 ga 是 ， 其 上 核 少 为 零 态 射 (到 =0) ， 而 零 态 射 的 核 7 是 同 构 态 射 ，c 
既是 两 个 同 构 态 射 之 积 ， 当 然 是 一 个 同 构 映射 

注 : 对 一 般 的 加 法 范畴 ， 本 命题 不 真 。 例 如 ， 在 交换 群 范畴 乞 中 ， 即 多 中 的 对 象 
是 交换 群 ， 态 射 为 群 同 态 。 设 4 是 由 一 个 元 a 生成 的 无 限 循环 群 ，B 是 由 一 个 元 6 生成 
的 无 限 循环 妊 ， 令 r: 4 一 B,， a(na) =2nb, n=0，+1，+2,…， 则 o 是 一 个 单 态 
射 ， 它 也 是 “个 满 态 射 , 但 e 不 是 满 同 态 ， 因 为 它 的 像 并 不 充满 群 B。 事 实 上 ， 若 有 
T, ree(B，C) 且 rr=r'o, 则 rr(o) =r(20) =27(6) =r'o(a) =7'(20) =27'(b)。 
因此 r(b) =7'(b)。 即 7=7', 但 o 不 是 同 构 态 射 


态 射 (4 =0) ， 而 零 态 射 的 上 核 r 必 是 同 


习题 9.4 


1. 证 明 : 自由 交换 群 范畴 是 加 法 范畴 ， 但 不 是 阿 贝尔 范畴 。 
2. 证 明 : 以 域 K 上 线性 空间 为 对 象 ， 以 线性 映射 为 态 射 构成 的 线性 空间 范畴 是 阿 


贝尔 范畴 
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模 论 


Cs， 


9.5 函 子 与 自然 变换 


对 任何 一 个 数学 对 象 的 研究 一 定 要 考虑 这 些 对 象 的 映射 "， 例 如 ， 研 究 群 时 ， 考 
虑 群 同 态 ; 讨论 模 时 ， 有 模 同 态 ; 在 本 章 ， 考 虑 的 数学 对 象 是 范畴 - 一 个 函 子 可 以 粗 
略 地 描述 为 从 一 个 范畴 到 另 一 个 范畴 且 保持 适当 结构 的 “映射 ” 而 一 个 自然 变换 是 从 
一 个 函 子 到 另 一 个 函 子 的 “映射 ”。 

定义 9.5.1 令 儿 与 儿 是 范畴 从 F 到 儿 的 共 变 函 子 F( 记 为 F: 7 一) 是 一 个 
有 具有 双重 意义 的 "映射 "， 一 方面 ,，F 将 中 每 个 对 象 C 映射 为 中 的 对 象 F(C); 另 
-方面 ,又 将 中 每 个 态 射 /: CC" 映射 为 中 的 映射 F( 由 : F(C) 一 F(C'), 并 且 
满足 : 

(1) 对 ?中 每 个 恒 等 态 射 1。， 成 立 F(1.) =1r: 

(2) 对 多 中 任 两 个 态 射 / 与 g， 才 ] 的 合成 g。/ 有 意义 , 则 F(g。/)= 
Flg) °F(f) 

例子 如 下 : 

1. 共 变 恒 等 函 子 jp: 7 一 XY ，1, 将 范畴 中 每 个 对 象 C 映射 为 C， 同时， 也 将 多 
中 每 个 态 射 /: CD 映 为 /- 

2. 令 有 是 一 个 环 ，4 为 一 个 固定 右 R- 模 ， 对 每 个 尺 - 模 C, 令 FF(C) =Home(4， 
C) 。 对 每 个 R- 模 , 同 态 /: 5C 一 C'、 令 PC) 是 通常 的 诱导 映射 /， Homn (4，C) 一 
Homn(4，C')， 则 玉 是 从 右 R- 模 范畴 到 阿 贝尔 群 范畴 的 一 个 共 变 函 子 

3. 更 一 般 地 ， 邻 4 是 范畴 “中 固定 的 对 象 ， 定 义 从 XY 到 集合 范畴 .7 的 共 变 函 子 h。 
为 : 乡 中 的 对 象 C 对 应 .7 中 的 集合 h(C) =Hom(4,C)， 即 为 XY 中 从 4 到 C 的 所 有 态 
射 的 集合 。 如 果 /: C 一 C' 是 7 中 的 一 个 态 射 ， 邻 h( 有 站 : Hom(4,C) 一 Hom(4,，C') 是 
映射 g 品 fog，g eHom(4，C)， 函 子 h, 叫 作 共 变 Hom 哨子 

定义 9.5.2 令 攻 与 9 是 范畴 从 7 到 儿 的 递 变 函 子 5S( 记 为 $8; XY 一 ) 是 一 个 具 
有 双重 意义 的 映射 ( 均 记 为 S) ， 一 方面 , S 把 XY 中 每 个 对 象 C 映射 为 Z 中 的 对 象 
S(C) ; 另 一 方面 ，$ 把 下 中 态 射 /: C 一 C' 映 射 为 上 中 的 态 射 S(D: S(C) 一 S(C) 且 
满足 : 

(1) 对 儿 中 每 个 恒 等 态 射 1。， 成 立 S(1.) =1s6 

(2) 对 Y 中 任 两 个 态 射 /与 &， 若 它们 的 合成 &。/ 有 意义 , 则 S(g。/) =S0) 。S(g)。 
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注 : 显然 ， 函 子 5; YX 一 是 道 变 的 全 函 子 $: ZZ* 一 是 共 变 耳 了 于。 这 里 2? 是 儿 
的 逆 范 畴 ，5 的 定义 为 : S(C") =S(C) ，S(P) =SUD ， 其 中 C? 与 六 分 别 为 2'" 中 的 对 
象 与 态 射 。 
例子 如 下 : 

1. 令 R 是 一 个 环 ，B 是 一 个 固定 的 右 尺 - 模 ， 我 们 定义 从 右 尺 -模范 畴 到 阿 贝尔 群 
范畴 上 的 一 个 逆 变 函 子 为 : 对 每 个 R- 模 C，S(C) =Homr(C,，B)。 如 果 f: C 一 C' 是 
R- 模 同 态 ， 则 SCW) 是 诱导 映射 /Homw( C"，B) 一 Homa(C，B) 。 

2. 更 一 般 地 ， 令 8 是 范畴 7 中 一 个 固定 的 对 象 ， 从 于 到 集合 范畴 .7 的 一 个 逆 变 函 
子 h" 为 : 对 Y 中 每 个 对 象 C， 定义 如 (C) = Homa(C，B) ， 即 从 C 到 8 的 所 有 态 射 的 
集合 ; 如 果 f: C 一 C' 是 “中 一 个 态 射 ， 令 如 (/); Hom(C',，B) 一 Hom(C，B) 为 映射 
g 呈 8g。J(geHom(C'，B))。 函 子 h” 叫 作 逆 变 函 子 

为 定义 多 变量 秃子， 下 面 引入 积 范畴 的 概念 。 

如 果 季 与 双 是 范畴 。 它 们 的 积 是 范畴 和 x 多 ， 其 对 象 是 (C，D)，, 其 中 Ce 多 ， 
De 态 射 为 (f[,，g):(C,D) 一 (C',D')， 其中/: C 一 C' 是 中 的 态 射 ，g: D 一 D' 
是 乡 中 的 态 射 ， 合 成 为 (fg')。(Jg) =(/。/ ，g'。g)。 容 易 验 证 Fx 儿 满 足 范畴 的 公 
理 。 两 个 以 上 范畴 的 积 可 类 似 地 定义 

多 变量 函 子 可 定义 在 适当 的 积 范畴 上 ， 这样 的 函 子 在 某 些 变量 上 可 以 是 共 变 的 ， 
而 在 其 他 变量 上 可 以 是 北 变 的 。 例 如 节 ， 儿 与 是 范畴 ,从政 x 马 到 忒 的 两 个 变量 的 
函 子 F( 第 一 个 变量 是 闭 变 的 ， 第 二 个 变量 是 共 变 的 ) 为 : 对 天 x 多 中 每 个 对 象 (C， 
D) , 玉 将 其 对 应 为 中 的 态 射 : 

HU， 8): F(C', D)—F(C, D), 


并 服从 如 下 条 件 ; 

(1) 对 多 x 乡 中 所 有 的 (CG, D), F(1e, 15) =1rcmo。 

(2) 只 要 合成 1 。/ 与 g'。g 分 别 在 与 多 中 有 意义 , 则 PC 。f, g'。g)=F(f， 
8B)°F(f, g) 

注 : 第 二 个 条 件 蕴 含 着 对 区 中 每 个 固定 对 象 C， 对 象 映射 R(C， - ) 和 态 射 映射 
(16,) 构 成 一 个 共 变 函 子 9 一 ZZ。 类 似 地 ， 对 儿 中 每 个 固定 的 对 象 D，F( - ，D) 和 
8( -1,) 构 成 一 个 北 变 函 子 一 如 

3， 两 个 变 呈 的 函 子 Homa( - ，- ) 是 右 RR- 模 范畴 . 尼 的 积 范畴 .到 x. 到 阿 贝尔 
范畴 的 秃子 ， 其 中 对 第 一 个 变量 是 道 变 的 而 对 第 二 个 变量 是 共 变 的 。 

4. 令 尺 是 具有 单位 元 的 交换 环 ， 则 函 子 : 

FA, 4 , A.) =A,@r*Or 4,, 
FU) = Or Bef 
是 个 RR- 模 范畴 的 积 到 RR- 模范 畴 自身 的 n 个 变量 共 变 函 子 。 


5 和 


人 
Wy 


如 果 书 : 下 一 2 与 户 : *Y 是 函 子 ， 则 它们 的 合成 ( 记 为 FF ) 是 从 儿 到 世 的 函 
子 ， 对 象 映射 于 态 射 映射 分 别 由 
CHR(F(C)), 
fo FA(FN) 
给 出 。 如 果 与 F 均 是 共 变 的 或 者 均 是 道 变 的 ， 
一 个 是 共 变 的 而 另 一 个 是 逆 变 的 ， 则 户 户 是 逆 3 
定义 9.5.3 令 Y 与 儿 是 范畴 , F: 一 A Ee 从 到 6 的 
一 个 自然 变换 a 是 这 样 的 映射 对 7 中 每 个 对 象 C， 在 乡 中 前 有 一 个 态 射 ae: F(C) 
一 C(C) 使 得 对 几 中 每 个 态 射 /: CC'， 在 忆 中 国 9.8 是 交换 的 


则 拨 F 是 共 变 的 。 如 果 FF 与 下 有 
的 


F(C) + GC) 
[en cm 
! ! 
F(C) Ee G(C') 
图 9.8 
如 果 对 和 中 每 个 C，ac 是 同 构 态 射 ， 在 a 叫 作 玉 与 6 的 自然 同 构 ( 自然 等 价 ) 
道 变 函 子 5，7T: 7 一 久 的 自然 变换 ( 同 构 )B: 5 一 7 可 以 同样 的 方式 定义 ， 只 是 对 
2 中 每 个 态 射 /: C 一 C"， 所 需 交换 图 如 图 9.9 所 示 : 


S(C) ,7(C) 


sm Irn 
+ 
S(C') ET(C') 
图 9.9 
注 : 两 个 自然 变换 的 合成 显然 是 自然 变换 ， 多 变量 函 子 的 自然 变换 可 类 似 地 定义 
例子 如 下 : 
1. 如 果 下 ， 一 YY 是 任 一 个 函 子 ， 则 对 应 C 一 1no 定 义 了 一 个 自然 同 构 1f: 7 一 
F， 称 为 恒 等 自 然 同 构 
2. 如 果 B 是 具有 单位 元 的 环 R 上 的 右 模 ， 则 有 模 的 自然 同 构 as: B@n RS B。 
( 见 8.1) ， 易 证 ， 对 每 个 模 同 态 /: 8 一 C， 图 9.10 是 交换 的 。 令 .凡是 右 RR- 模 范畴 ， 
函 子 .WV= 珍 由 对 应 BR@rB， 且 /1n@/ 给 出 。 设 17 是 . 凡 的 恒 等 函 子 , 于 
是 8 一 an 就 定义 了 一 个 自然 同 构 a: /一 /7 


ROwB +B 


Ire Lb 


R@C—C 
图 9.10 


an 
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定义 9.5.4 由 加 法 范畴 到 加 法 范畴 多 的 函 子 F 叫 作 加 法 函 子 ， 如 果 对 于 任何 
,geX (4，B)， 总 成 立 F(J+g) =F(/) +F(g)。 换 句 话 讲 ,，F 是 加 法 交换 群 (4， 
B) 到 2Z( .元 .7) ，. 却 . 习 ) 的 一 个 群 同 态 

定理 9.5.1 设 拓 为 加 法 范畴 ， 则 下 列 叙述 是 等 价 的 : 

(1)X 是 零 对 象 ; 

CU er so =x Ux 

(3)(X, er, er) =XYTIX 

注 : 此 处 的 ev 是 对 象 X 上 的 恒 等 态 射 。 


证 明 : 

“(1) = (2) "与 "(1) 二 (3) "是 显然 的 ， 因 为 对 任何 4， 多 (4，X) 与 史 (X，4) 总 
是 单元 集合 

“(2) = (3)": 六 必 是 始 对 象 ， 否 则 有 ./ 与 Ae 系 (YXY，4) ， 使 得 图 9.11 交换 。 


* 1 
2 
J 
| 
7:2 

图 9.11 
于 是 有 /sy =/=f;，/=/ev = 扩 。 因 此 (XX) 也 是 单元 集合 ， 即 只 含有 一 个 元 素 ， 即 
sx。 所 以 满足 定理 9.4.2 中 三 个 等 式 的 r, 与 r: 只 能 均 为 er。 由 推论 9.4.1 知 ，(X， 
Br sx 

“03) 一 (2) "由 乡 " 也 是 加 法 范畴 ， 由 对 偶 原 则 ， 如 果 (X，er，ev) = 并 XX， 则 
(二 四) = 着 训 ,因而 (X， 丰 ,ae) 是 六 串 癌 ， 所 以 (Xx, er) =XDX。 

“(2)，(3) 一 (1)": 只 需 注 意 六 既是 始 对 象 ， 也 是 终 对 象 ， 即 可 得 证 。 

定理 9.5.2 若 光 与 儿 均 是 加 法 范畴 ，F 是 由 攻 到 多 的 函 子 , 并且 F(A Us)= 
FA Fg， 则 F0 =0， 这 里 的 0 既 表 示 堆 对象， 又 表示 零 态 射 

证 明 : 

设 X 为 零 对 象 ， 由 定理 9.5.1(2) ，(X，es，er) = 不 口 X， 于 是 (PX，erm，ero) 
=AX FX 让 定理 9.5.1，FX 是 儿 中 的 零 对 象 。 因 此 ，2( FM， F8) 中 的 零 元 素 只 能 
是 FO 

定理 9.5.3 设 广 是 从 加 法 范畴 到 加 法 范畴 儿 的 函 子 ， 则 下 列 投 述 等 价 : 


e153 


A 
a 


(1)F 是 加 法 函 子 ; 

(2)F 保 持 有 限 个 对 象 的 上 积 ， 即 F( [14,) = LF4,，A 是 有 限 集合 ; 
(3)F 保持 有 限 个 对 象 的 积 ， 即 P( T 4,) = [Ff4,，A 是 有 限 集合 
证 明 留 给 读者 。 

习题 9.5 


1. 从 群 范畴 G 到 集合 范畴 .7 的 共 变 函 子 与 道 变 函 子 各 举 一 例 

2. 设 R 是 一 个 环 , 证 明 : R 的 中 心 元 与 RR 上 的 模范 畴 Mod(R) 的 恒 等 函 子 到 它 自 
身 的 自然 变换 空间 之 间 存在 一 个 双 射 

由 此 证 明 恒 等 函 子 到 它 自身 的 自然 变换 构成 一 个 环 ， 它 同 构 于 环 R 的 中 心 

3. 设 政 是 范畴 多 到 范畴 终 的 共 变 函 子 或 道 变 函 子 . fe Hom,(4，B) 为 一 个 单位 态 
射 ， 证 明 FA/) 是 范畴 多 中 的 一 个 单 


9.6 模范 畴 


在 本 节 内 ， 考虑 具有 单位 元 1 的 环 R 上 的 右 R- 模 全 体 及 模 与 模 之 间 的 同 态 作为 态 
射 所 构成 的 模范 畴 Mod(R) 。 由 定理 1. 5.1 知 ， 在 模范 畴 中 ， 单 同 态 与 单 态 射 是 一 回 
事 ， 满 同 态 与 满 态 射 也 是 一 回 事 ， 从 而 同 构 态 射 与 同 构 映射 是 等 价 的 。 
任 取 4，BeMod(R)， 及 任 取 /1 ,eHom(4，B)， 当 ae4 时 ,定义 
(+A)(a) =f (a) +h(0), 
于 是 , 任 a,, a;eA, reR,， 有 
Hp) (a ta) =f (a tas) +h(a +as) 
=/ (a) tha) +h(0) +f(0) 
=(f +f) (a) + (f+) (0,) 
(f+f) (ar) = (ar) +f(ar) 
=A(ajr+A(a)r 
=Wi+A)(or 
所 以 , 上 + 户 eHom(4，B)。 因 而 Hom(4，8B) 是 一 个 阿 贝尔 群 ， 零 同 态 是 这 个 群 的 零 
元 素 ，-f 为 /的 负 元 素 ，-/ 定 义 为 :( -站 (ea) = -/(a)。 容 易 验 证 ， 双 边 分 配 律 也 
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是 成 立 的 。 由 第 2 章 ， 知 道 在 Mod( R) 中 ， 对 任 有 限 多 个 模 4.(i=1, 2, …, n), 必 有 


上 积 目 4。 因此 ，Mod (R) 是 一 个 阿 贝尔 范畴 。 
今 /4-8 是 Mod (R) 中 一 个 态 射 ( 即 为 模 同 态 ) ， 则 有 如 下 交换 图 ， 如 图 9. 12 


所 示 
Im(N) 
六 
Ker( /> A SB Bm(f) 
图 .12 
式 中 , 与" 分别 为 包含 态 射 ( 同 态 ) 与 自然 满 态 射 ( 同 态 )，B 为 /的 变 区 ,7 为 /到 
Im(A) 的 限制 态 射 ， 即 r: 4 一 Im(/， (a) =f(a)，YaeA， 而 n' 为 包含 态 射 ( 同 态 ) 。 
于 是 ， 由 定理 9.4.4， 有 如 下 定理 
定理 9.6.1 Mod(R) 是 一 个 阿 贝尔 范畴 
在 1.9 节 ， 给 出 了 模 的 正 合 列 概念 ， 并 在 那里 给 出 了 一 个 三 引 理 ( 即 短 五 引 理 ) 。 
下 面 给 出 模范 畴 中 的 五 引 理 
定理 9.6.2( 五 引 理 ) ”在 模范 畴 Mod(R) 中 ， 设 有 下 面 的 交换 图 如 图 9. 13 所 示 : 


图 9.13 

其 中 上 下 两 行 均 正 合 ， 即 Im(1) = Ker(f..1),， Im(f') = Ker(f.,1'), i=1, 2,3, 
4。 则 有 

(1) 若 pi 为 满 同 态 ，p; 与 w, 为 单 同 态 ， 则 w, 为 单 同 态 ; 

(2) 若 ps. 为 单 同 态 ，p; 与 p, 为 满 同 态 ， 则 w, 为 满 同 态 。 

特别 地 ， 若 p, ，p;，ps，9; 均 是 同 构 ， 则 p, 是 同 构 。 

证 阴 ; 

(1) 反 假设 w, 不 是 单 同 态 ， 必 有 0 关 o e 4, 使 得 p,(a,) =0。 

因 wwA = Po 故 pu(w) =Ae(w) = 及 (0) =0。 但 w 是 单 同 态 , f(a) =0。 
即 ayeKer(/)=Im(/)。 央 此 ， 存在 a, eA, 使 得 f(a,) =a 关 0。 即 o eKer( 户 ) = 
Im(/') 

令 必 =ps(m)， 则 因 @yfs =fps, ARAe:(o) =ph (0) =p(a) =0， 所 以 pl(a) = 
al eKer( 及 ) =Im(/)。 因 此 存在 a e 4! 使 得 a =/(a!)。 

因为 a, 是 满 同 态 ， 故 存在 a, e 4 使 得 g(a1) =ai。 


Lo 
a 


由 于 gy =fipi, 故 必 =1a) =fpi(a)=pi(al)s 仿 /a)=aseh, 得 a;= 
gi()。 已 知 =ps(ay)， 而 gs 是 单 同 态 ， 放 ww = 二。 但 已 知 w elIm(1)。 而 于 = 
Ji(af)， 即 四 sIm(/i)， 这 就 产生 了 矛盾 

从 而 w, 是 单 的 

(2) 任 取 xe4', 设 A 人 (x*) =a;， 由 正 合 性 知 用 (as) =0。 由 于 w, 是 满 同 态 ， 故 存 
在 as eh 使 得 ps(as) = 对 - 因 w =Aep:， 得 wu) =f ps(@) =f(al) =0- 因 w 
是 单 同 态 , 故 /,(a,) =0 

于 是 ，as e Ker(/) =Im(/;)， 所 以 存在 ase4, 使 得 NU) =ass 令 pi(ay) =a')。 
则 有 月 (o) =Re(w) =epw(w) =ps(as) =as。 但 开始 已 假定 及 (x) =al， 所 以 令 y= 
x 一 ， 则 及 (7) =0, yeKer(R) =Im( 及 )。 因 此 存在 性 e 沁 使 得 有 (al) =y。 由 于 内 
是 满 同 态 ， 有 a, e 4; 使 po) =as。 所 以 pfi(a)=fips(a) =f (a ) =y。 邻 
(oa) =m， 得 mi() = 

于 是 , x= pi( 中 ) +a' =p(w) +p(a) =ps(a +a) 因此 gp, 是 满 同 态 

类 似 地 ， 可 证 得 9.6.2(2) 中 的 结论 


ET 


习题 9.6 


1. 设 R 与 5 均 为 环 , 设 F 是 从 范畴 Mod(R) 到 Mod(5) 的 共 变 正 合 函 子 ， 则 保持 
像 与 核 。 即 车 /: 4 一 B， 则 有 Im(F()) = FUIm() ) 与 Ker( FLUID) ) =F( Ker(/))。 
2. 设 4 与 饭 (je/) 均 是 环 R 上 的 模 , 且 4=@4,， 则 有 群 同 构 
Homxr( 4,8) 1] Hom(4,.8) 


3. 设 4 与 B(je1) 均 是 环 R 上 的 模 , 且 B = 11s.. 则 有 群 同 构 Homn(4,8) 兰 
I Hom(4,8), g 

4. 设 R 与 5 均 为 环 , 忆 是 从 范畴 Mod(R) 到 Mod(5) 的 共 变 正 合 函 子 ， MM 是 一 个 
R- 模 ，M,，M;,，,，…，MM, 是 机 的 子 模 ， 证明: 

作为 F(M) 的 子 模 ， 有 FF(M, + M+) =F(M) +F(M,) +…+F(M,) 与 
FOMNM NNM,) =F(OM) NFCOM) Ne NF(OM,) 

5. 设 Z 是 整数 环 ， 令 Z ,=Z /nZ ,证 明 : 

(1)Homz (Z ,.，- ) 不 是 正 合 两 子 

(2) Homz ( - ，Z ,) 不 是 正 合 丙 子 

6. 设 R 是 一 个 环 ， 是 一 个 及 - 模 ， 证 明 : Homw(W，- ) 与 Homa( - ，M) 是 R- 
模范 畴 Mod(R) 到 交换 群 范畴 三 的 如 法 范畴 
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符号 说 明 


1. 一 表示 * 子 模 关系 " 

2. :eo 或 := 表示 "定义 为 ” 
3. 人 表示“ 当 且 仅 当 ” 

4. 3 表示“ 存在” 

5. 人 表示 “并且 ” 

6. V 表示 “或 者 ” 

7. VY 表示 “任意 ” 

8. 一 表示 “真子 模 " 

9. 一 表示 "不 是 子 模 关系 ” 
10. 二 表示 "蕴含 "或 “必要 性 ” 
11. < 表示 “充分 性 ” 

12.i.e. 表示 *“ 亦 即 ” 

13. 一 表示 “小 子 模 关系 ” 

14. ~ 表示 “大 子 模 关系 ” 

15. = 表示 “ 单 态 射 ” 

16. 一 ”表示 “ 满 态 射 ” 
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名 词素 下 » 


名 词 索引 


画 

三 引 理 ( Three Lemma) 

子 模 (Submodule) 

子 链 ( Subchain) 

上 核 ( Cokermel) 

上 像 (Coimage) 

上 积 ( Coproduct) 

小 子 模 (Small Submodule) 

小 同 态 (Small Homomorphism) 
小 满 同 ; 
大 子 模 (Large Submodule) 
大 同 态 (Large Homomorphism) 


(Small Surjective Homomorphism ) 


大 单 同 态 ( Large Injective Homomorphism) 


四 画 


五 引 理 ( Five Lemma) 

双 模 ( Bimodule) 

双 射 (Bijection) 

单 射 (Injection) 

内 射 模 ( Injective Module) 

内 射 包 ( Injeetive Hull or Injective Enve- 
lope) 

定义 域 ( Domain) 

升 链条 件 ( Ascending Chain Condition) 


中 心 (Center) 

中 心 化 子 ( Centralizer) 

贝尔 判别 准则 ( Baer" s Criterion) 
分 裂 (SpliD) 

长 度 ( Length) 


代数 ( Algebra) 

右 模 ( Right Module) 

左 模 (Left Module) 

右 道 ( Right Inverse) 

左 逆 ( Left Inverse) 

右 理想 ( Right Ideal) 

左 理想 ( Left Ideal) 

右 乘法 ( Right Multiplication) 

左 乘法 ( Left Multiplication) 

正 合 列 ( Exact Sequence) 

正 交 吞 等 元 ( Orthogonal Idempotent) 
可 除 群 ( Divisible Group) 

平坦 模 ( Flat Module) 

可 除 模 ( Divisible Module) 

可 直 和 分 解 模 ( Directly Decomposable Mod- 
ule) 

共 变 函 子 ( Covariant Functor) 

主 理想 ( Principal Ideal) 


人 
a 


生成 元 ( Cenerator) 投射 模 ( Projective Module) 

生成 集 ( Generating Set) 投射 盖 ( Projective Cover) 

半 单 模 (Semi Simple Module) 态 射 ( Morphism) 

半 阿 廷 模 ( Semi Artinian Module) 补 ( Complement) 

半 诺 特 模 ( Semi Noetherian Module) 和 希 尔 伯 特 基 定 理 ( Hilbert's Basis Theorem) 
本 质子 模 ( Essential Module) 两 边 理想 (Two - sided Ideal) 

对 象 ( Object) 局 部 化 ( Localization) 

对 偶 基 ( Duality Base) 良 环 ( Good Ring) 

对 偶 基 引 理 ( Duality Base Lemma) 体 (Skew Field or Division) 

加 补 (Additive Complement) 范畴 ( Category ) 


加 法 范畴 (Additive Category) 
加 法 函 子 (Additive Functor) 


八 画 


单 模 (Simple Module) 


了 
A 单 射 (Injective Map) 
同 构 (Isomorphism) 单 同 态 (Injective Homomorphism) 
同 构 映 射 ( Isomorphism ) 单 态 射 ( Monomorphism ) 
同 态 ( Homomorphism) 和 (Sum) 
同 态 定理 ( Homomorphism Theorem) 直 和 ( Direct Sum) 
同调 ( Homology) 直 积 ( Direct Produet) 
同调 模 ( Homology Module) 直 和 项 ( Direet Summand ) 
自然 同 态 ( Natural Homomorphism ) 范畴 (Category) 
自然 变换 ( Natural Transformation ) 降 链条 件 ( Descending Chain Condition ) 
自由 模 ( Free Module) 环 (Ring) 
自 同 态 ( Endomorphism) 直 和 分 解 ( Direct Decomposition ) 
有 限 生成 模 ( Finitely Generated Module) 阿 贝尔 群 ( Abelian Group) 
有 限 生 成 理想 ( Finitely Generated Ideal) 阿 贝尔 范畴 ( Abelian Category) 
交换 图 ( Commutative Diagram ) 函 子 (Functor) 
合成 列 ( Composition Series) 忠实 模 (Faithful Module) 
合成 因子 ( Composition Factor) 庄 零 理想 ( Nil ldeal) 
齐 次 分 支 ( Homogeneous Component) 极 大 条 件 ( Maximal Condition) 
交 补 ( Intersection Complement) 极 大 理想 ( Maximal Ideal) 
极 小 条 件 ( Minimal Condition ) 
而 极 小 理想 ( Minimal ldeal) 
投影 映射 ( Projection) 拉 回 (Pullback) 
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九 画 
张 量 积 ( Tensor Product ) 
复 形 ( Complex ) 
元 (Inverse Element) 


逆 

道 变 函 子 ( Contravariant Functor) 
十 画 

积 ( Produet) 

核 (Kernel) 

格 ( Lattice) 

理想 ( Ideal) 


根基 ( Radical) 
庶 特 模 ( Noetherian Module) 


十 一 画 
基 ( Base) 
基 座 (Socle) 
推出 ( Push out) 
商 模 ( Factor Module or Quotient Module ) 
商 环 ( Factor Ring or Quotient Ring ) 
商 域 (Quotient Field) 


名 词 索引 人 


加 


ys 


集合 (Set) 

循环 模 ( Cyclic Module) 

链 因子 ( Factor of Chain) 

强 素 理想 ( Strongly Prime Ideal ) 
篆 等 元 (Idempotent Element) 
剩余 类 模 ( Residue Class Module) 
剩余 类 环 ( Residue Class Ring) 
短 五 引 理 (Short Five Lemma) 


十 三 画 
稠密 定理 ( Density Theorem) 
满 F 
满 射 (Surjective Map) 
满 态 射 ( Epimorphism) 


态 (Surjective Homomorphism) 


十 四 画 
模 (Module) 
模 律 (Modular Law) 
像 (Image) 


像 域 (Codomain) 
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